
多項式方程式的根4

一	教材摘要

　　延續前一個單元複數的概念，先討論一元二次方程式的公式解，並介紹根與係

數的關係及兩根的性質。接著介紹一元三次多項式方程式及根的意義，並說明虛根

成對定理。最後介紹如何利用勘根定理求實根的近似值。

二	教學目標與時數

教學目標 建議授課時數

1 能利用一元二次方程式的公式解求根。

2 了解一元二次方程式根與係數的關係。

3 了解多項式 n 次方程式及其相關名詞的意義。

4 了解代數基本定理。

5 了解虛根成對定理及其應用。

6 了解勘根定理及其應用。
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三	教材地位分析

已學習教材 本單元教材 未學習教材

一元二次方程式 
根與係數的關係

多項式方程式

一元二次方程式

複數

牛頓求根法

代數基本

定理

虛根成對

定理

勘根定理
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4多項式方程式的根

當 b2- 4ac ≥ 0時，方程式有實數解 x =
-b ±    b2-4ac

2a
。

　　在複數系中，無論 b2- 4ac是正數、負數或是零，    b2- 4ac都有意義，此時，

實係數二次方程式 ax2+ bx + c = 0都可使用公式 x =
-b ±     b2-4ac

2a
來求解，其中

b2- 4ac稱為判別式，常記作 D。

解方程式 x2- 2x + 5 = 0。

例題 1

利用公式解，得

x = 2 ±   4-20
2

= 2 ±   -16
2

= 2 ± 4i
2

= 1 ± 2i，

即 x = 1 + 2i 或 1 - 2i。

解下列各方程式。

1 x2+ x + 1 = 0。　　　　　2 2x2+ 2x + 1 = 0。

　　觀察實係數二次方程式的公式解 x = -b ±     b2-4ac
2a

發現：由判別式 

D = b2- 4ac的值可以直接看出兩根是實數還是虛數。特別地，當 D < 0時，方程

式的兩根互為共軛複數，稱此方程式有兩共軛虛根。

D = b
2
- 4ac D > 0 D = 0 D < 0

ax
2
+bx+c = 0 有兩相異實根 有兩相等實根（重根） 有兩共軛虛根

解

隨堂練習
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甲 二次方程式的根

　　形如 ax2+ bx + c = 0（a ≠ 0）的方程式稱為二次方程式，當 a , b , c 皆為實數

時，稱其為實係數二次方程式。接下來，先複習國中學過的實係數二次方程式公

式解，再進一步探討實係數二次方程式之根與係數的關係。

（一）公式解與判別式

　　國中學過，利用配方法可以得到實係數二次方程式的解，例如二次方程式 

x2- 2x + 5 = 0 可配成 (x - 1)2 = - 4，解得 x = 1 ±    - 4 = 1 ± 2i。一般而言，可將

ax2+ bx + c = 0移項得

x2+ b
a

x = - c
a
，

再配方得

(x + b
2a )2

=
-4ac+b2

4a2 ，

　　將長 6公寸、寬 4公寸的矩形紙板之四個角各截
去一個面積相等的正方形後，各邊摺起來做成一個無

蓋的長方體容器，如圖 1所示。如果我們希望這個容
器的容積為 8立方公寸（不考慮紙板厚度），那麼截
去的正方形邊長為多少呢？

　　設截去的正方形邊長為 x公寸，可得容器的容積
x(6 - 2x)(4 - 2x) = 8，整理得 x3 - 5x2 + 6x - 2 = 0，這
是一個三次的方程式。

　　本單元先複習國中學過的二次方程式，進而介紹

高次的多項式方程式，並探討這些方程式的根。

多項式方程式的根4

▲圖 1

教學要點

 利用一元二次方程式的公

式解求根，並介紹一元二

次方程式根與係數的關

係。

1 1

數學知識家

 多項式方程式的公式解請

見補充教材。

1 1
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甲 二次方程式的根
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高次的多項式方程式，並探討這些方程式的根。

多項式方程式的根4

▲圖 1

隨堂練習解答

 利用公式解，得

	 1	 x i
=

- ± -
=

- ±1 1 4
2

1 3
2

。

	 2	 x i i
=

- ± -
=

- ±
=

- ±2 4 8
2 2

2 2
4

1
2×
。

1

1

1
− ±1 3
2

i
 2

− ±1
2
i
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4多項式方程式的根

　　由根與係數的關係可知，對於一個已知的二次方程式，可以不用求出兩根的

正確值，就可以由係數知道兩根的和與兩根的積。

已知 a , b為方程式 2x2+ 4x + 5 = 0的兩根，求下列各式的值。

1 a
2+ b

2
。　　　　　2

1
a
+

1
b
。

例題 3

由根與係數的關係，得

a + b = - 4
2

= - 2 且 ab = 5
2
。

1 a
2+ b

2 = (a + b)2- 2ab = ( - 2)2- 2× 5
2

= - 1。

2
1
a
+

1
b

=
b+a

ab
= -2

5
2

= -
4
5
。

已知 a , b為方程式 x2- 4x + 7 = 0的兩根，求下列各式的值。

1 a
2+ b

2
。　　　　　2

b

a
+

a

b
。

　　例題 3及其隨堂練習當然也可以將兩根求出後再代入求值，但是顯然地利用

根與係數的關係是較為簡便的。

解

隨堂練習
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　　利用判別式來練習一道例題。

已知方程式 x2+ kx + 9 = 0有兩實根，求實數 k的範圍。

例題 2

因為方程式有兩實根（可能相等或相異），所以判別式

D = k2- 4・1・9 = k2- 36 = (k - 6)(k + 6) ≥ 0，

解得 k ≥ 6 或 k ≤ - 6。

已知方程式 x2+ 3x - k = 0有兩共軛虛根，求實數 k的範圍。

（二）根與係數的關係

　　由公式解可知實係數二次方程式 ax2+ bx + c = 0的兩根為

-b ±   D
2a

（其中 D = b2- 4ac）。

若令此兩根為 a = -b+    D
2a

, b = -b-    D
2a

，則

1  a + b = -b+    D
2a

+ -b-    D
2a

= -2b
2a

= -
b
a
。

2  ab = ( -b+    D
2a ) ( -b-    D

2a ) = (-b)2- (  D )2

4a2
=

4ac

4a2 =
c
a
。

這兩個關係式稱為二次方程式之根與係數的關係。

若 a , b為實係數二次方程式 ax2+ bx + c = 0的兩根，則下列等式成立。

1 兩根的和 a + b = -
b
a
。　　　　2 兩根的積 ab =

c
a
。

根與係數的關係

解

隨堂練習

教學小提醒

 根與係數的關係，老師也

可用因式分解的方法切

入，因為

 ax bx c2
+ +

 = -( ) -( )a x xα β

 = - +( ) +( )a x x2
α β αβ ，

 又

 ax bx c2
+ +

 = + +








a x b

a
x c
a

2
，

 所以比較係數可得

 α β+ = -
b
a

 , αβ =
c
a
。

1 1

隨堂練習解答

 因為方程式有兩共軛虛根，所以判別式 D k= - -( ) <3 4 1 02
× × ，

 即 9 4 0+ <k ，解得 k < -
9
4
。

1

1

k < − 9
4
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若 a , b為實係數二次方程式 ax2+ bx + c = 0的兩根，則下列等式成立。

1 兩根的和 a + b = -
b
a
。　　　　2 兩根的積 ab =

c
a
。

根與係數的關係

解

隨堂練習

補充例題

 已知二次方程式 ax2 + 5x 

+ b = 0 的兩根之和為 5，

兩根之積為 10，求數對 

(a , b)。

 解：

 設方程式的兩根為 α , β

 由根與係數關係可得

 α β+ = - =
5 5
a

　1

 α β⋅ = =
b
a

10　　2

 由1知 a = - 1，

 代入2得 b = - 10。

 故 (a , b) = ( - 1 , - 10)。

11

隨堂練習解答

 由根與係數的關係，得α β+ = - -( ) =4 4﹐αβ = 7。

	 1	α β α β αβ
2 2 2 2 16 14 2+ = +( ) - = - = 。

	 2	
β

α

α

β

β α

αβ

+ =
+

=

2 2 2
7
。

1

1

1 2　2
2
7
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已知 - 1為實係數方程式 x3+ x2+ 3x + a = 0的一個根。

1 求 a的值。　　　　　2 求所有的根。

隨堂練習

　　例題 4與其隨堂練習的三次方程式都有三個複數根，

再來看幾個例子。

1   (x - 1)2(x - 2) = 0 有三個根，分別為 1 , 1 , 2；其中 1 為

此方程式的二重根。

2   (x + 4)3 = 0 有三個根，分別為 - 4 , - 4 , - 4；其中 - 4

為此方程式的三重根。

　　以上的三次方程式都恰有三個根，其實這並非巧合。

事實上，任何複係數 n 次方程式都恰有 n 個根。說明這

一點之前，先來介紹代數基本定理。

H.EIDENBENZ                                                          L.SCHNELL

高斯（C.F.Gauss，德

國，1777∼ 1855），

古今三大數學家之

一，被譽為數學王子。

高斯的座右銘：「稀

少，但成熟」，他的

著作內容簡潔但豐富。

設 n為正整數，任一複係數 n次方程式至少有一個複數根。

代數基本定理

　　設 f (x) 複係數 n 次多項式，其中 n 為正整數。上述的代數基本定理保證了

方程式 f (x) = 0至少會有一個複數根。事實上，藉由重複地使用代數基本定理與

多項式的除法，可以證得 f (x) = 0恰有 n個根，推導如下。由代數基本定理，可

設 a1為 f (x) = 0的一個複數根。因此 x -a1為 f (x) 的一次因式，利用除法可得

f (x) = (x -a1)q1(x)。

若 q1(x)的次數大於或等於 1，則 q1(x) = 0也至少會有一個複數根 a2，因此 x -a2

為 q1(x) 的一次因式，再利用除法可得

f (x) = (x -a1)(x -a2)q2(x)。

70
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乙 n次方程式的根
　　當 f (x) 為 n 次多項式時，稱 f (x) = 0 為 n 次多項式方程式，簡稱為 n 次方

程式；當多項式的係數都為實數時，稱其為實係數 n次方程式。如果有一個數 a

滿足 f (a) = 0，就稱 a 是 f (x) = 0 的根或解，有時候為了強調這個根 a 所在的數

系，會將 a稱為整數根、有理根、實根或複數根。

　　高一學過的多項式為實係數多項式，本單元引進複數之後，高一學過的多項

式四則運算、除法原理、餘式定理與因式定理對複係數多項式仍然適用。

　　之前我們探討了二次方程式根的情形，接著，來探討 n次方程式根的情形。

（一）代數基本定理

　　當我們考慮複數根時，二次方程式都恰好有兩個複數根，例如：

1   x2+ 1 = 0有兩共軛虛根 i與 - i；

2   (x - 1)2 = 0有兩相等實根 x = 1（重根）。

　　那麼，三次方程式是否恰有三個複數根（可能有重根）呢？先來看一個三次

方程式的例題。

已知 1為實係數方程式 x3- x2- 2x + a = 0的一個根。

1 求 a的值。　　　　　2 求所有的根。

例題 4

設 f (x) = x3- x2- 2x + a。

1  因為 1 為方程式 f (x) = 0 的根，所以 f (1) = 0，即

   1 - 1 - 2 + a = 0，

 解得 a = 2。

2  因為 f (1) = 0，所以由因式定理知 x - 1 為 f (x) 的因式，利用除法可得

   f (x) = x3- x2- 2x + 2 = (x - 1)(x2- 2) = 0，

 解得 f (x) = 0 有三個根，分別為 1 ,   2 , -   2。

解

教學要點

 介紹 n 次多項式方程式及

其相關名詞的意義、代數

基本定理與虛根成對定理

及其應用。

1

1

教學小提醒

 數乙例題的方程式在三次

（含）以內即可。

1 1
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已知 - 1為實係數方程式 x3+ x2+ 3x + a = 0的一個根。

1 求 a的值。　　　　　2 求所有的根。

隨堂練習

　　例題 4與其隨堂練習的三次方程式都有三個複數根，

再來看幾個例子。

1   (x - 1)2(x - 2) = 0 有三個根，分別為 1 , 1 , 2；其中 1 為

此方程式的二重根。

2   (x + 4)3 = 0 有三個根，分別為 - 4 , - 4 , - 4；其中 - 4

為此方程式的三重根。

　　以上的三次方程式都恰有三個根，其實這並非巧合。

事實上，任何複係數 n 次方程式都恰有 n 個根。說明這

一點之前，先來介紹代數基本定理。

H.EIDENBENZ                                                          L.SCHNELL

高斯（C.F.Gauss，德

國，1777∼ 1855），

古今三大數學家之

一，被譽為數學王子。

高斯的座右銘：「稀

少，但成熟」，他的

著作內容簡潔但豐富。

設 n為正整數，任一複係數 n次方程式至少有一個複數根。

代數基本定理

　　設 f (x) 複係數 n 次多項式，其中 n 為正整數。上述的代數基本定理保證了

方程式 f (x) = 0 至少會有一個複數根。事實上，藉由重複地使用代數基本定理與

多項式的除法，可以證得 f (x) = 0恰有 n 個根，推導如下。由代數基本定理，可

設 a1為 f (x) = 0的一個複數根。因此 x -a1為 f (x) 的一次因式，利用除法可得

f (x) = (x -a1)q1(x)。

若 q1(x)的次數大於或等於 1，則 q1(x) = 0也至少會有一個複數根 a2，因此 x -a2

為 q1(x) 的一次因式，再利用除法可得

f (x) = (x -a1)(x -a2)q2(x)。
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乙 n次方程式的根
　　當 f (x) 為 n 次多項式時，稱 f (x) = 0 為 n 次多項式方程式，簡稱為 n 次方

程式；當多項式的係數都為實數時，稱其為實係數 n次方程式。如果有一個數 a

滿足 f (a) = 0，就稱 a 是 f (x) = 0 的根或解，有時候為了強調這個根 a 所在的數

系，會將 a稱為整數根、有理根、實根或複數根。

　　高一學過的多項式為實係數多項式，本單元引進複數之後，高一學過的多項

式四則運算、除法原理、餘式定理與因式定理對複係數多項式仍然適用。

　　之前我們探討了二次方程式根的情形，接著，來探討 n次方程式根的情形。

（一）代數基本定理

　　當我們考慮複數根時，二次方程式都恰好有兩個複數根，例如：

1   x2+ 1 = 0有兩共軛虛根 i與 - i；

2   (x - 1)2 = 0有兩相等實根 x = 1（重根）。

　　那麼，三次方程式是否恰有三個複數根（可能有重根）呢？先來看一個三次

方程式的例題。

已知 1為實係數方程式 x3- x2- 2x + a = 0的一個根。

1 求 a的值。　　　　　2 求所有的根。

例題 4

設 f (x) = x3- x2- 2x + a。

1  因為 1 為方程式 f (x) = 0 的根，所以 f (1) = 0，即

   1 - 1 - 2 + a = 0，

 解得 a = 2。

2  因為 f (1) = 0，所以由因式定理知 x - 1 為 f (x) 的因式，利用除法可得

   f (x) = x3- x2- 2x + 2 = (x - 1)(x2- 2) = 0，

 解得 f (x) = 0 有三個根，分別為 1 ,   2 , -   2。

解

教學小提醒

 n 次方程式恰有 n 個根可

多舉例解釋說明。

11

數學知識家

 補充整係數一次因式檢驗

法（牛頓定理），內容請

見補充教材。

11

1 3　2−1  , ± 3i

隨堂練習解答

 設 f x x x x a( ) = + + +
3 2 3 。

	 1	因為 -1為方程式 f x( ) = 0的根，所以 f -( ) =1 0，即 - + - + =1 1 3 0a ，解得 a = 3。

	 2	因為 -1為方程式 f x( ) = 0的根，所以 x +1為 f x( )的因式，即 f x x x x x x( ) = + + + = +( ) +( ) =
3 2 23 3 1 3 0，

  解得 f x( ) = 0有三個根，分別為 -1  , ± 3i。

1

1
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（二）虛根成對定理

　　前面提過，當實係數二次方程式的判別式 D < 0時，方程式的兩虛根共軛成

對，例如 x2+ 2x + 3 = 0的兩根為 - 1 ±   2i。那麼，實係數 n次方程式的虛根是否

也有這樣的性質呢？事實上，若 n次方程式的係數「皆為實數」，則其虛根必「共

軛成對」地出現。

設 f (x)為實係數 n次多項式（n為大於 1的正整數）。若 a + bi（其中 a , b

為實數且 b ≠ 0）是方程式 f (x) = 0的一個虛根，則它的共軛複數 a - bi也

是方程式 f (x) = 0的一個虛根。

虛根成對定理

　　例如將 x3- x2+ 3x + 5 = 0 分解成 (x + 1)(x2- 2x + 5) = 0，可得其三根為 - 1 ,  

1±2i，其中的兩虛根 1 + 2i與 1 - 2i互為共軛複數。

　　如果若多項式方程式 f (x) = 0的虛根不成對出現，那麼原方程式必不為實係數

方程式，例如某二次方程式的根為 2i與 3i，則此二次方程式為 (x-2i)(x-3i) = 0，

展開得 x2- 5ix - 6 = 0，其中的 - 5i不為實數。

　　本定理的證明詳見附錄三。利用虛根成對定理來做一道例題。

已知 1 - 3i為實係數方程式 x3- 5x2+ 16x + a = 0的一個根。

1 求 a的值。　　　　　2 求所有的根。

例題 5

設 f (x) = x3- 5x2+ 16x + a。

1   因為 1 - 3i 是實係數方程式 f (x) = 0 的一個根，由虛根成對定理可知，

1 + 3i 也是 f (x) = 0 的一個根，所以

   (x - (1 - 3i))(x - (1 + 3i)) = x2- 2x + 10

  是 f (x) 的二次因式（參考附錄三的證明）。利用長除法將 f (x) 除以

x2- 2x + 10：

解
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重複以上步驟逐次提出一次因式，最後可將 f (x) 分解成 n個一次式的乘積，即

f (x) = a(x -a1)(x -a2)⋯(x -an)，
其中 a為 f (x) 的首項係數，複數 a1 , a2 ,⋯ , an為 f (x) = 0的所有根。

　　上述的複數根 a1 , a2 ,⋯ , an可能有些會相等，即發生重根的情形，若將重

根重複計算其個數（如三重根計為 3 個根），則 f (x) = 0會恰有 n個根。因此，

我們證明了以下的結果，它是代數基本定理的另一種表現形式。

設 n 為正整數，任一複係數 n 次方程式恰有 n 個複數根。（重根須重複

計算其個數）

代數基本定理（另一形式）

　　特別注意的是：以上的結果對實係數多項式方程式也會成立，也就是說，當

設 n為正整數時，任一實係數 n次方程式恰有 n個複數根。例如實係數六次方程

式 (x -   5)(x2+ 1)(x - 1)3 = 0恰有六個根，分別為    5 , i , - i , 1 , 1 , 1，其中三重根 1

計為 3個根。

解方程式 (x - 1)(x + 1)2(x2+ x - 3) = 0。

隨堂練習

隨堂練習解答

 設 f x x x x x( ) = -( ) +( ) + -( )1 1 32 2
。

 f x( ) = 0有五個根，分別為 1 , -1  , -1  , - ±1 13
2

。

1

1

1 , − 1 , − 1 , 
− ±1 13
2
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（二）虛根成對定理

　　前面提過，當實係數二次方程式的判別式 D < 0時，方程式的兩虛根共軛成

對，例如 x2+ 2x + 3 = 0的兩根為 - 1 ±   2i。那麼，實係數 n次方程式的虛根是否

也有這樣的性質呢？事實上，若 n次方程式的係數「皆為實數」，則其虛根必「共

軛成對」地出現。

設 f (x)為實係數 n次多項式（n為大於 1的正整數）。若 a + bi（其中 a , b

為實數且 b ≠ 0）是方程式 f (x) = 0的一個虛根，則它的共軛複數 a - bi也

是方程式 f (x) = 0的一個虛根。

虛根成對定理

　　例如將 x3- x2+ 3x + 5 = 0 分解成 (x + 1)(x2- 2x + 5) = 0，可得其三根為 - 1 ,  

1±2i，其中的兩虛根 1 + 2i與 1 - 2i互為共軛複數。

　　如果若多項式方程式 f (x) = 0的虛根不成對出現，那麼原方程式必不為實係數

方程式，例如某二次方程式的根為 2i與 3i，則此二次方程式為 (x-2i)(x-3i) = 0，

展開得 x2- 5ix - 6 = 0，其中的 - 5i不為實數。

　　本定理的證明詳見附錄三。利用虛根成對定理來做一道例題。

已知 1 - 3i為實係數方程式 x3- 5x2+ 16x + a = 0的一個根。

1 求 a的值。　　　　　2 求所有的根。

例題 5

設 f (x) = x3- 5x2+ 16x + a。

1   因為 1 - 3i 是實係數方程式 f (x) = 0 的一個根，由虛根成對定理可知，

1 + 3i 也是 f (x) = 0 的一個根，所以

   (x - (1 - 3i))(x - (1 + 3i)) = x2- 2x + 10

  是 f (x) 的二次因式（參考附錄三的證明）。利用長除法將 f (x) 除以

x2- 2x + 10：

解
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重複以上步驟逐次提出一次因式，最後可將 f (x) 分解成 n個一次式的乘積，即

f (x) = a(x -a1)(x -a2)⋯(x -an)，
其中 a為 f (x) 的首項係數，複數 a1 , a2 ,⋯ , an為 f (x) = 0的所有根。

　　上述的複數根 a1 , a2 ,⋯ , an可能有些會相等，即發生重根的情形，若將重

根重複計算其個數（如三重根計為 3個根），則 f (x) = 0會恰有 n 個根。因此，

我們證明了以下的結果，它是代數基本定理的另一種表現形式。

設 n 為正整數，任一複係數 n 次方程式恰有 n 個複數根。（重根須重複

計算其個數）

代數基本定理（另一形式）

　　特別注意的是：以上的結果對實係數多項式方程式也會成立，也就是說，當

設 n為正整數時，任一實係數 n次方程式恰有 n個複數根。例如實係數六次方程

式 (x -   5)(x2+ 1)(x - 1)3 = 0恰有六個根，分別為    5 , i , - i , 1 , 1 , 1，其中三重根 1

計為 3個根。

解方程式 (x - 1)(x + 1)2(x2+ x - 3) = 0。

隨堂練習

數學知識家

 有理係數方程式的無理根

成對定理請見補充教材。

11

教學小提醒

 方程式的係數必須是實

數，虛根成對定理才會成

立。

11

補充例題

 已知 1 3- i 為實係數方

程 式 x ax bx c3 2 0+ + + =

的一根，且此方程式與方

程式 x ax2 2 0+ + = 恰有

一共同的實根，求 a  , b  , 

c的值。

 解：

 設共同的實根為 r，

 由虛根成對定理知，

x ax bx c3 2
+ + +

 = - -( )( )x i1 3

  x i x r- +( )( ) -( )1 3

 = - +( ) -( )x x x r2 2 4

 比較 x2
的係數，

 得 a r= - - 2，

 即 r a= - - 2

 代入 x ax2 2 0+ + = ，得

- -( ) + - -( ) + =a a a2 2 2 02

 解得 a = -3  , r = 1。

 由 x x x2 2 4 1- +( ) -( )

 　 = - + -x x x3 23 6 4，

 得

 a = -3  , b = 6  , c = -4。

1

1
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x - 3

x2- 2x+10 x3
- 5x2 +16x +a

x3
- 2x2 +10x

- 3x2 +  6x +a

- 3x2 +  6x - 30

(a+30)
 因為 f (x) 被 x2- 2x + 10 整除，所以

   a + 30 = 0，

 解得 a = - 30。

2  利用 1 中的長除法可將方程式 f (x) = 0 改寫為

   (x2- 2x + 10)(x - 3) = 0，

 解得 x = 1 ± 3i 或 3。

已知 2 + i為方程式 x3- 3x2+ x + 5 = 0的一個根，求所有的根。

　　因為虛根成對定理告訴我們虛根必「共軛成對」地兩兩出現，所以實係數三

次方程式根的情形只有

「三實根」或「一實根兩虛根」

這兩種情形；也就是說，

實係數三次方程式至少有一實根。

隨堂練習

75
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已知 a - i與 1 + bi（其中 a與 b為實數，且 b ≠ 0）為實係數三次方程式

x3+ x2+ cx + d = 0

的兩個根。

1 求 a與 b的值。　　　　2 求 c與 d的值。　　　　3 求所有的根。

例題 6

設 f (x) = x3+ x2+ cx + d。

1   因為 a 與 b 為實數，且 b ≠ 0，所以 a - i 與 1 + bi 都是 f (x) = 0 的虛根。

又因為 f (x) = 0 為實係數三次方程式且其虛根個數必為偶數，所以

f (x) = 0 只能有一實根與兩共軛虛根。因此，a - i 與 1 + bi 為共軛複數，

 即

   a + i = 1 + bi，

 解得

   a = 1 且 b = 1。

2  由 1 可得

   (x - (1 - i))(x - (1 + i)) = x2- 2x + 2

 是 f (x) 的二次因式。利用長除法將 f (x) 除以 x2- 2x + 2：
 x +3

x2- 2x+2  x3 +x2 +cx +d

x3
- 2x2 +2x

   3x2 + (c - 2)x +d

   3x2
-        6x +6

  (c + 4)x + (d - 6)
 因為 f (x) 被 x2- 2x + 2 整除，所以

   c + 4 = 0 且 d - 6 = 0，

 解得 c = - 4 , d = 6。

3  利用 2 中的長除法可將方程式 f (x) = 0 改寫為

   (x2- 2x + 2)(x + 3) = 0，

 解得 x = 1 ± i 或 - 3。

解

隨堂練習解答

 設 f x x x x( ) = - + +
3 23 5。因為 2 + i是實係數方程式 f x( ) = 0的一個根，由虛根成對定理可知，

2 - i也是 f x( ) = 0的一個根，所以 x i x i x x- +( )( ) - -( )( ) = - +2 2 4 52
是 f x( )的二次因式。

 將原方程式化為 x x x2 4 5 1 0- +( ) +( ) = ，解得 x i= ±2 或 -1。

1

2 ± i或 − 1

1
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x - 3

x2- 2x+10 x3
- 5x2 +16x +a

x3
- 2x2 +10x

- 3x2 +  6x +a

- 3x2 +  6x - 30

(a+30)
 因為 f (x) 被 x2- 2x + 10 整除，所以

   a + 30 = 0，

 解得 a = - 30。

2  利用 1 中的長除法可將方程式 f (x) = 0 改寫為

   (x2- 2x + 10)(x - 3) = 0，

 解得 x = 1 ± 3i 或 3。

已知 2 + i為方程式 x3- 3x2+ x + 5 = 0的一個根，求所有的根。

　　因為虛根成對定理告訴我們虛根必「共軛成對」地兩兩出現，所以實係數三

次方程式根的情形只有

「三實根」或「一實根兩虛根」

這兩種情形；也就是說，

實係數三次方程式至少有一實根。

隨堂練習
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已知 a - i與 1 + bi（其中 a與 b為實數，且 b ≠ 0）為實係數三次方程式

x3+ x2+ cx + d = 0

的兩個根。

1 求 a與 b的值。　　　　2 求 c與 d的值。　　　　3 求所有的根。

例題 6

設 f (x) = x3+ x2+ cx + d。

1   因為 a 與 b 為實數，且 b ≠ 0，所以 a - i 與 1 + bi 都是 f (x) = 0 的虛根。

又因為 f (x) = 0 為實係數三次方程式且其虛根個數必為偶數，所以

f (x) = 0 只能有一實根與兩共軛虛根。因此，a - i 與 1 + bi 為共軛複數，

 即

   a + i = 1 + bi，

 解得

   a = 1 且 b = 1。

2  由 1 可得

   (x - (1 - i))(x - (1 + i)) = x2- 2x + 2

 是 f (x) 的二次因式。利用長除法將 f (x) 除以 x2- 2x + 2：
 x +3

x2- 2x+2  x3 +x2 +cx +d

x3
- 2x2 +2x

   3x2 + (c - 2)x +d

   3x2
-        6x +6

  (c + 4)x + (d - 6)
 因為 f (x) 被 x2- 2x + 2 整除，所以

   c + 4 = 0 且 d - 6 = 0，

 解得 c = - 4 , d = 6。

3  利用 2 中的長除法可將方程式 f (x) = 0 改寫為

   (x2- 2x + 2)(x + 3) = 0，

 解得 x = 1 ± i 或 - 3。

解
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已知 a - i與 2 - bi（其中 a與 b為實數，且 b ≠ 0）為實係數三次方程式

x3- 5x2+ 9x + k = 0

的兩個根，求所有的根。

隨堂練習

　　再來看一道例題。

設 f (x) = 0為實係數三次方程式，選出所有正確的選項。

1 方程式 f (x) = 0一定有實根　　2 方程式 f (x) = 0一定有虛根

3 方程式 f (x) = x3
一定有實根　   4 若 f (1 + i) = 0，則 f (2 + 2i) ≠ 0。

例題 7

1  因為由虛根成對定理可知，實係數三次方程式 f (x) = 0 根的情形可能為

 1 三個實根；2 一個實根、兩個虛根。

 所以 f (x) = 0 一定有實根。

2   由 1 可知，f (x) = 0 不一定有虛根。例如當 f (x) = x(x - 1)(x + 1) 時，

方程式 f (x) = 0 的根為 0 , 1 , - 1，並無虛根。

3   設 g(x) = f (x) - x3
。當

   f (x) = x3+ x2+ 1

 時，可得

   g(x) = x2+ 1，

 此時，因為 g(x) = 0 無實根，所以 f (x) = x3
無實根。

 故 f (x) = x3
不一定有實根。

4   因為 f (1 + i) = 0，所以由虛根成對定理可知，1 ± i 為實係數三次方

程式 f (x) = 0 的兩虛根，且另一根必為實根。因此 2 + 2i 不可能是

f (x) = 0 的根，即 f (2 + 2i) ≠ 0。

故選 1 4。

解

77

4多項式方程式的根

設 f (x) = 0為實係數三次方程式，選出所有正確的選項。

1  若 f (x) = 0有虛根，則虛根必共軛成對

2   f (x) = 0可能有一個實根

3   f (x) = x一定有實根

4   f (x) = - 2x3
一定有實根。

隨堂練習

丙 勘根定理

　　從前面可知實係數三次方程式至少有一個實根，但是，一般來說，求方程式

實根的精確值並不容易，此時，可以退而求其次地求實根的範圍。接下來，介紹

一個求實根範圍的方法，稱為勘根定理。

　　第五冊曾經學過「介值定理」：設函數 f (x) 在區間 [a , b] 上連續，且

f (a) ≠ f (b)。若 k 是介於 f (a) 與 f (b) 之間（不含 f (a) , f (b)）的實數，則在 a 與 b

之間（不含 a , b）至少有一實數 c，使得 f (c) = k。

　　接下來，設函數 f (x) 為實係數多項式（此時 f (x) 為連續函數）。若 

f (a) f (b) < 0，即 f (a)與 f (b)異號，因此 0介於 f (a)與 f (b)之間，則利用介值定理，

可得在區間 (a , b) 內至少有一實數 c，使得 f (c) = 0，如圖 2所示。

b
a

cO
x

y

f (a)

f (b)

　　　　　 b
a cO

x

y

f (b)

f (a)

▲圖 2

補充例題

 已知實係數多項式 f(x)的

次數為三次，且 f i( ) = 0，

求 y = f(x)的圖形與 x 軸的

交點數。

 解： 

 因為  f (x )為實係數多項

式，所以虛根共軛成對，

可得 f i( )- = 0。

 又因為  f (x )為三次多項

式， f (x )  =  0  有一個實

根、兩個虛根。

 故 y = f(x) 的圖形與 x 軸

的交點數為 1。

1

1

隨堂練習解答

 設 f x x x x k( ) = - + +
3 25 9 。

 因為 a 與 b 為實數，且 b ≠ 0，所以 a i- 與 2 - bi都是 f x( ) = 0的虛根。又因為 f x( ) = 0為實係數三次方程式且其虛根個數必為偶數，

所以 f x( ) = 0只能有一實根與兩共軛虛根。因此，a - i 與 2 - bi 為共軛複數，即 a i bi+ = -2 ，解得 a = 2且 b = -1。

 由上述可得 x i x i x x- -( )( ) - +( )( ) = - +2 2 4 52
是 f x( )的二次因式。

 利用長除法將 f x( )除以 x x2 4 5- + ，且因為 f x( )被 x x2 4 5- + 整除，所以餘式 k + =5 0，解得 k = -5。

 將方程式 f x( ) = 0改寫為 x x x2 4 5 1 0- +( ) -( ) = ，解得 x i= ±2 或 1。

1

2 ± i或 1

1
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多項式方程式的根

已知 a - i與 2 - bi（其中 a與 b為實數，且 b ≠ 0）為實係數三次方程式

x3- 5x2+ 9x + k = 0

的兩個根，求所有的根。

隨堂練習

　　再來看一道例題。

設 f (x) = 0為實係數三次方程式，選出所有正確的選項。

1 方程式 f (x) = 0一定有實根　　2 方程式 f (x) = 0一定有虛根

3 方程式 f (x) = x3
一定有實根　   4 若 f (1 + i) = 0，則 f (2 + 2i) ≠ 0。

例題 7

1  因為由虛根成對定理可知，實係數三次方程式 f (x) = 0 根的情形可能為

 1 三個實根；2 一個實根、兩個虛根。

 所以 f (x) = 0 一定有實根。

2   由 1 可知，f (x) = 0 不一定有虛根。例如當 f (x) = x(x - 1)(x + 1) 時，

方程式 f (x) = 0 的根為 0 , 1 , - 1，並無虛根。

3   設 g(x) = f (x) - x3
。當

   f (x) = x3+ x2+ 1

 時，可得

   g(x) = x2+ 1，

 此時，因為 g(x) = 0 無實根，所以 f (x) = x3
無實根。

 故 f (x) = x3
不一定有實根。

4   因為 f (1 + i) = 0，所以由虛根成對定理可知，1 ± i 為實係數三次方

程式 f (x) = 0 的兩虛根，且另一根必為實根。因此 2 + 2i 不可能是

f (x) = 0 的根，即 f (2 + 2i) ≠ 0。

故選 1 4。

解
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4多項式方程式的根

設 f (x) = 0為實係數三次方程式，選出所有正確的選項。

1  若 f (x) = 0有虛根，則虛根必共軛成對

2   f (x) = 0可能有一個實根

3   f (x) = x一定有實根

4   f (x) = - 2x3
一定有實根。

隨堂練習

丙 勘根定理

　　從前面可知實係數三次方程式至少有一個實根，但是，一般來說，求方程式

實根的精確值並不容易，此時，可以退而求其次地求實根的範圍。接下來，介紹

一個求實根範圍的方法，稱為勘根定理。

　　第五冊曾經學過「介值定理」：設函數 f (x) 在區間 [a , b] 上連續，且

f (a) ≠ f (b)。若 k 是介於 f (a) 與 f (b) 之間（不含 f (a) , f (b)）的實數，則在 a 與 b

之間（不含 a , b）至少有一實數 c，使得 f (c) = k。

　　接下來，設函數 f (x) 為實係數多項式（此時 f (x) 為連續函數）。若 

f (a) f (b) < 0，即 f (a)與 f (b)異號，因此 0介於 f (a)與 f (b)之間，則利用介值定理，

可得在區間 (a , b) 內至少有一實數 c，使得 f (c) = 0，如圖 2所示。

b
a

cO
x

y

f (a)

f (b)

　　　　　 b
a cO

x

y

f (b)

f (a)

▲圖 2

教學要點

 從第五冊的介值定理引導

介紹勘根定理及其應用。

11

隨堂練習解答

 由虛根成對定理可知，實係數三次方程式 f x( ) = 0的三個根可能為

 1三個實根2一個實根、兩個虛根（共軛成對）。

 因此 f x( ) = 0一定有實根、不一定有虛根，實係數三次方程式 f x x( ) = 也一定有實根。

 但是 f x x( ) = -2 3
不一定為實係數三次方程式，可能為二次方程式，所以不一定有實根（可能為共軛虛根）。故選123。

1

123

1
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多項式方程式的根

設 f (x)為實係數多項式，且 a < b。若 f (a) f (b) < 0（即 f (a)與 f (b)異號），

則方程式 f (x) = 0在區間 (a , b) 內至少有一個實根。

勘根定理

　　特別注意的是，當 f (x) 為實係數多項式且 f (a) f (b) < 0 時，勘根定理保證方

程式 f (x) = 0 在區間 (a , b) 內「至少」有一個實根，但並非「恰有」一實根，如

圖 3所示。

O
x

y

(b ,  f (b))

(a ,  f (a))

　　　　　
O

x

y

(b ,  f (b))

(a ,  f (a))

                                        (a)一實根                                               (b)三實根
▲圖 3

　　利用勘根定理來判斷多項式方程式根的範圍。

試問方程式 x3- 8x + 1 = 0在哪些連續整數之間有實根？

例題 8

設 f (x) = x3- 8x + 1，由觀察及簡易計算可以看出：當 x ≥ 3 時，f (x) > 0；

而當 x ≤ -3時，f (x) < 0，因此，只須考慮 -3到 3的整數即可，如下表所示。

x - 3 - 2 - 1 0 1 2 3
f (x ) - 2 9 8 1 - 6 - 7 4

╰異號╯ ╰異號╯ ╰異號╯

由上表與勘根定理可知，f (x) = 0 在區間

( - 3 , - 2) , (0 , 1) , (2 , 3)

上都分別至少有一個實根。根據代數基本定理，三次方程式 f (x) = 0 恰

有三個根，因此不會再有其他的根了。

解

教學小提醒

 學生常誤認勘根定理保證

方程式恰有一實根，此處

可多做說明。

1 1

補充例題

 已知方程式 f (x) = x3 - 3x2 - 2x + 5 = 0 在兩連續整數 n 與 n + 1 之間有實根，求 n 所有的值。

 解：將 0 附近的整數代入 f (x)，如下表。

x − 3 − 2 − 1 0 1 2 3 4
f (x)  −  −  +  +  +  −  −  + 

 　　因為 f( - 2) f( - 1) < 0 , f(1) f(2) < 0 , f(3) f(4) < 0，且三次方程式恰有三個根，

 　　所以 n 為 - 2 , 1 , 3。

1

1
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多項式方程式的根

設 f (x)為實係數多項式，且 a < b。若 f (a) f (b) < 0（即 f (a)與 f (b)異號），

則方程式 f (x) = 0在區間 (a , b) 內至少有一個實根。

勘根定理

　　特別注意的是，當 f (x) 為實係數多項式且 f (a) f (b) < 0 時，勘根定理保證方

程式 f (x) = 0 在區間 (a , b) 內「至少」有一個實根，但並非「恰有」一實根，如

圖 3所示。

O
x

y

(b ,  f (b))

(a ,  f (a))

　　　　　
O

x

y

(b ,  f (b))

(a ,  f (a))

                                        (a)一實根                                               (b)三實根
▲圖 3

　　利用勘根定理來判斷多項式方程式根的範圍。

試問方程式 x3- 8x + 1 = 0在哪些連續整數之間有實根？

例題 8

設 f (x) = x3- 8x + 1，由觀察及簡易計算可以看出：當 x ≥ 3 時，f (x) > 0；

而當 x ≤ -3時，f (x) < 0，因此，只須考慮 -3到 3的整數即可，如下表所示。

x - 3 - 2 - 1 0 1 2 3
f (x ) - 2 9 8 1 - 6 - 7 4

╰異號╯ ╰異號╯ ╰異號╯

由上表與勘根定理可知，f (x) = 0 在區間

( - 3 , - 2) , (0 , 1) , (2 , 3)

上都分別至少有一個實根。根據代數基本定理，三次方程式 f (x) = 0 恰

有三個根，因此不會再有其他的根了。

解
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4多項式方程式的根

試問方程式 x3+ x2- 2x - 1 = 0在哪些連續整數之間有實根？

隨堂練習

　　再來練習一道勘根定理的題目。

已知實係數多項式 f (x) = x3+ ax2+ bx + c滿足

f (0) < 0 , f (  2 ) > 0 , f (  5 ) < 0 , f (  10 ) > 0。

又方程式 f (x) = 0的三根均為整數，求整數 a , b , c的值。

例題 9

將已知函數值的正負整理如下表。

x 0   2 ≈ 1.4   5 ≈ 2.2   10 ≈ 3.2

f (x ) - + - +

           ╰異號╯　  ╰異號╯ 　 ╰異號╯

因為由上表與勘根定理可知，方程式 f (x) = 0 的三個整數根分別落在區間

(0 ,   2) , (  2 ,   5) , (  5 ,   10)
上，所以三個根分別為 1 , 2 , 3。又因為 f (x) 的 x3

項係數為 1，所以，

由因式定理可得

f (x) = (x - 1)(x - 2)(x - 3) = x3- 6x2+ 11x - 6。

故 a = - 6 , b = 11 , c = - 6。

已知整係數多項式 f (x) = x3+ ax2+ bx - 6滿足

f ( - 1) = 0與 f (  2)f (  5) < 0，

且方程式 f (x) = 0的三根均為整數，求 a , b的值。

解

隨堂練習

隨堂練習解答

 設 f x x x x( ) = + - -
3 2 2 1，將 0 附近的整數代入 f x( )，如下表。

x -3 -2 -1 0 1 2 3

f x( ) -13 -1 1 -1 -1 7 29

 由上表與勘根定理可知， f x( ) = 0在區間

- -( )2 1,  , -( )1 0,  , 1 2,( )

 上都分別至少有一個實根。又因為三次方程式 f x( ) = 0恰有三個根，所以 f x( ) = 0只有在 - -( )2 1,  , -( )1 0,  , 1 2,( )上各恰

有一實根。

 因為 f -( ) =1 0，所以

f x x ax bx x x a x( ) = + + - = +( ) + -( ) -( )
3 2 26 1 1 6 。

 又方程式 f x( ) = 0的三根均為整數，且 f f2 5 0( ) ( ) < ，其中 2 1 4≈ .  , 5 2 2≈ . ，推得此整數根為 2。因此可得

x a x x x2 1 6 2 3+ -( ) - = -( ) +( )，

 所以 f x x x x x x x( ) ( )( )( )= + - + = + - -1 2 3 2 5 63 2

 解得 a = 2  , b = -5。

1

2
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4多項式方程式的根

試問方程式 x3+ x2- 2x - 1 = 0在哪些連續整數之間有實根？

隨堂練習

　　再來練習一道勘根定理的題目。

已知實係數多項式 f (x) = x3+ ax2+ bx + c滿足

f (0) < 0 , f (  2 ) > 0 , f (  5 ) < 0 , f (  10 ) > 0。

又方程式 f (x) = 0的三根均為整數，求整數 a , b , c的值。

例題 9

將已知函數值的正負整理如下表。

x 0   2 ≈ 1.4   5 ≈ 2.2   10 ≈ 3.2

f (x ) - + - +

           ╰異號╯　  ╰異號╯ 　 ╰異號╯

因為由上表與勘根定理可知，方程式 f (x) = 0 的三個整數根分別落在區間

(0 ,   2) , (  2 ,   5) , (  5 ,   10)
上，所以三個根分別為 1 , 2 , 3。又因為 f (x) 的 x3

項係數為 1，所以，

由因式定理可得

f (x) = (x - 1)(x - 2)(x - 3) = x3- 6x2+ 11x - 6。

故 a = - 6 , b = 11 , c = - 6。

已知整係數多項式 f (x) = x3+ ax2+ bx - 6滿足

f ( - 1) = 0與 f (  2)f (  5) < 0，

且方程式 f (x) = 0的三根均為整數，求 a , b的值。

解

隨堂練習

− −( )2 1,  , −( )1 0,  , 1 2,( )上各恰有一實根

a = 2  , b = −5

1

2

79

04-龍騰-七-(62010-A2)E版-選修數學乙下冊 教師用書-CH4-(P66-83)-WW-2校.indd   79 2023/10/11   上午 09:33:58



多項式方程式的根

80

80

多項式方程式的根

習題　　勘根定理只說明了實係數多項式 f (x) 當 f (a) f (b) < 0 時，方程式 f (x) = 0 在

區間 (a , b) 內至少有一個實根。至於當 f (a) f (b) > 0（即 f (a) 與 f (b) 同號）時，

方程式 f (x) = 0在區間 (a , b) 內可能有實根（如圖 4 (a) 所示），也可能沒有實根

（如圖 4 (b) 所示）。

O x

y

(b ,  f (b))
(a ,  f (a))

a b
　　　　　

O
x

y

(b ,  f (b))

(a ,  f (a))
ab

                                          (a)                                                               (b)
▲圖 4

　　最後，來看一道結合三次函數圖形與三次方程式實根個數的問題，這裡我們

將藉助第五冊學過的微分來畫出三次函數的圖形。

求三次方程式 x3- 3x2- 9x + 1 = 0的相異實根個數。

例題 10

設 f (x) = x3- 3x2- 9x + 1。

首先，求出 f ' (x)，並將其因式分解如下﹕

f ' (x) = 3x2- 6x - 9 = 3(x + 1)(x - 3)。

接著，將 f ' (x) 的正、負列表如下。

x - 1 3
f ' (x ) + 0 - 0 +

f (x ) ↗ 6 ↘ - 26 ↗

最後，因為 f (x) 的首項係數為正，所以函數 y = f (x) 的示意圖如上圖所示。

由上圖可得三次方程式 f (x) = x3- 3x2- 9x + 1 = 0 有 3 個相異實根。

求三次方程式 x3- 6x2+ 9x - 4 = 0的實根個數。

解

(3,−26)

(−1,6)

x3
−1

y= f (x)

隨堂練習

教學小提醒

 此處搭配多項式的函數圖

形，進而讓學生更理解函

數圖形和 x 軸的交點個數

與多項式方程式實根之間

的關係。

 1  此隨堂練習的方程式

為三實根，其中兩根

為重根，因此，雖然

實根個數有 3 個，但

是相異的實根個數只

有 2 個。

 2  若利用勘根定理找此

隨堂練習方程式的

根，便無法找到二重

根，此時需搭配函數

的圖形，才能確認其

中一根是二重根。

1

2

1

2 3 個

1

80
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80-1

80

多項式方程式的根

習題　　勘根定理只說明了實係數多項式 f (x) 當 f (a) f (b) < 0 時，方程式 f (x) = 0 在

區間 (a , b) 內至少有一個實根。至於當 f (a) f (b) > 0（即 f (a) 與 f (b) 同號）時，

方程式 f (x) = 0在區間 (a , b) 內可能有實根（如圖 4 (a) 所示），也可能沒有實根

（如圖 4 (b) 所示）。

O x

y

(b ,  f (b))
(a ,  f (a))

a b
　　　　　

O
x

y

(b ,  f (b))

(a ,  f (a))
ab

                                          (a)                                                               (b)
▲圖 4

　　最後，來看一道結合三次函數圖形與三次方程式實根個數的問題，這裡我們

將藉助第五冊學過的微分來畫出三次函數的圖形。

求三次方程式 x3- 3x2- 9x + 1 = 0的相異實根個數。

例題 10

設 f (x) = x3- 3x2- 9x + 1。

首先，求出 f ' (x)，並將其因式分解如下﹕

f ' (x) = 3x2- 6x - 9 = 3(x + 1)(x - 3)。

接著，將 f ' (x) 的正、負列表如下。

x - 1 3
f ' (x ) + 0 - 0 +

f (x ) ↗ 6 ↘ - 26 ↗

最後，因為 f (x) 的首項係數為正，所以函數 y = f (x) 的示意圖如上圖所示。

由上圖可得三次方程式 f (x) = x3- 3x2- 9x + 1 = 0 有 3 個相異實根。

求三次方程式 x3- 6x2+ 9x - 4 = 0的實根個數。

解

(3,−26)

(−1,6)

x3
−1

y= f (x)

隨堂練習

隨堂練習解答

 設 f x x x x( ) = - + -
3 26 9 4。

 首先，求出 ′( )f x ，並將其因式分解如下﹕
′( ) = - + = -( ) -( )f x x x x x3 12 9 3 1 32

。

 接著，將 ′f x( )的正、負列表如下。

x
f x
f x

1 3
0 0
0 4

′( ) + - +

( ) -Ζ ] Ζ

 最後，因為 f x( )的首項係數為正，所以函數 y f x= ( )的示意圖如圖所示。

 故由圖可得三次方程式 f x x x x( ) = - + - =
3 26 9 4 0有 3 個實根，

 其中 1 為方程式 f x( ) = 0的二重根。 

1
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多項式方程式的根

習題解答

觀念澄清

1 ×：α β αβ+ = - ≠ =2 2。

2 ○：根據虛根成對定理，有一根為 2 + i，則必有另一根為 2 - i。

3 ×：根據勘根定理，當 f f1 2 0( ) ( ) < 時，方程式 f x( ) = 0在 1 與 2 之間至少有一個實根，並非恰有一實根。

一、基礎題

1 1由 x2 3= - 可得 x i= ± 3 。

	 2	 x i i=

± -( ) -

=
± -

=
±

= ±

2 2 4 1 4
2

2 12
2

2 2 3
2

1 3
2

× ×

。

2 因為方程式有兩實根（可能相等），所以判別式

 D k k k k= -( ) - = - - + ≥1 4 1 3 2 1 02 2 2
× × ，

 即 3 2 1 3 1 1 02k k k k+ - = -( ) +( ) ≤ ，解得 - ≤ ≤1 1
3

k 。

3 由根與係數的關係，得α β+ = -8  , αβ = 1。

 故α β α β αβ
2 2 2 22 8 2 1 62+ = +( ) - = -( ) - =× 。

81

4多項式方程式的根

習題4

81

觀念澄清

下列敘述對的打「○」，錯的打「×」。

 1  若 a , b為 x2+ 2x + 2 = 0之兩根，則 a + b = ab。

 2   若實係數多項式方程式有一根為 2 + i，則必有另一根為

2 - i。

 3   若實係數多項式 f ( x ) 滿足 f (1) f (2) < 0，則 f ( x ) = 0在區間

(1 , 2) 內恰有一實根。

一、基礎題

解下列各方程式。

1 x2+ 3 = 0。　　　　　2 x2- 2x + 4 = 0。

已知方程式 x2- (k - 1)x + k2 = 0有兩實根，求實數 k的範圍。

已知 a , b為方程式 x2+ 8x + 1 = 0的兩根，求 a
2+ b

2
的值。

1

2

3

81-1
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習題4

81

觀念澄清

下列敘述對的打「○」，錯的打「×」。

 1  若 a , b為 x2+ 2x + 2 = 0之兩根，則 a + b = ab。

 2   若實係數多項式方程式有一根為 2 + i，則必有另一根為

2 - i。

 3   若實係數多項式 f ( x ) 滿足 f (1) f (2) < 0，則 f ( x ) = 0在區間

(1 , 2) 內恰有一實根。

一、基礎題

解下列各方程式。

1 x2+ 3 = 0。　　　　　2 x2- 2x + 4 = 0。

已知方程式 x2- (k - 1)x + k2 = 0有兩實根，求實數 k的範圍。

已知 a , b為方程式 x2+ 8x + 1 = 0的兩根，求 a
2+ b

2
的值。

1

2

3

1 ×　2 ○　3 ×

1 ± 3i　2 1 3± i

− ≤ ≤1 1
3

k

62
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習題 習題

82

下列哪些選項是三次方程式 x3+ 3x2+ x + 3 = 0的根？

1 1　　　2 - 1　　　3 i　　　4 - i。

已知 1 + 3i為方程式 x3+ 6x + 20 = 0的一個根，求所有的根。

試問方程式 - x3+ 4x + 2 = 0在哪些連續整數之間有實根？

設 f (x ) 為三次實係數多項式，且 f (x ) 的一些取值如下表所示。

x 0 1 2

f (x ) 2 - 1 1

有關方程式 f (x ) = 0的三個根，選出正確的選項。

1 三實根　2 兩實根一虛根　3 一實根兩虛根　4 三虛根。

4

5

6

7

34

1 3± i  , −2

− −( )2 1,  , −( )1 0,  , 2 3,( )

1
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82

多項式方程式的根

習題 習題

82

下列哪些選項是三次方程式 x3+ 3x2+ x + 3 = 0的根？

1 1　　　2 - 1　　　3 i　　　4 - i。

已知 1 + 3i為方程式 x3+ 6x + 20 = 0的一個根，求所有的根。

試問方程式 - x3+ 4x + 2 = 0在哪些連續整數之間有實根？

設 f (x ) 為三次實係數多項式，且 f (x ) 的一些取值如下表所示。

x 0 1 2

f (x ) 2 - 1 1

有關方程式 f (x ) = 0的三個根，選出正確的選項。

1 三實根　2 兩實根一虛根　3 一實根兩虛根　4 三虛根。

4

5

6

7

4 令 f x x x x( ) = + + +
3 23 3

 1	因為 f 1 0( ) ≠ ，所以 1 不是 f x( ) = 0的根。

	 2	因為 f -( ) ≠1 0，所以 -1不是 f x( ) = 0的根。

	 3	因為 f i( ) = 0，所以 i 是 f x( ) = 0的根。

	 4	因為 f i-( ) = 0，所以 -i是 f x( ) = 0的根。

 故選34。

5 令 f x x x( ) = + +
3 6 20。

 因為1 3+ i是實係數方程式 f x( ) = 0的一根，所以1 3- i也是 f x( ) = 0的一根。

 因此， x i x i x x- +( )( ) - -( )( ) = - +1 3 1 3 2 102
是 f x( )的二次因式。

 將 f x( ) = 0化為 x x x2 2 10 2 0- +( ) +( ) = ，

 故解得 x i= ±1 3  , -2。
6 設 f x x x( ) = - + +

3 4 2。

 將 0 附近的整數代入 f x( )，如下表。

x -2 -1 0 1 2 3

f x( ) 2 -1 2 5 2 -13

 由上表與勘根定理可知， f x( ) = 0在區間

- -( )2 1,  , -( )1 0,  , 2 3,( )

  上都分別至少有一個實根。又因為三次方程式 f x( ) = 0恰有三個根，

 所以 f x( ) = 0在 - -( )2 1,  , -( )1 0,  , 2 3,( )上各恰有一實根。

7 由題意與勘根定理可知， f x( ) = 0在區間

0 1,( )  , 1 2,( )

 上都分別至少有一個實根。又因為三次方程式 f x( ) = 0恰有三個根且虛根會共軛成對，所以 f x( ) = 0有三實根。

 故選1。

82-1
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多項式方程式的根

8 設 f x x x( ) = - - +
3 2 3。

 首先，求出 ′( ) = - -f x x3 22
與 ′′( ) = -f x x6 。

 接著，將 ′f x( )的正、負列表如下。

 

x
f x
f x
f x

0

0
3

′( ) - - -

′′( ) + -

( ) ] ]

 最後，因為 f x( )的首項係數為負，所以函數 y f x= ( )的示意圖如右圖所示。 

 故由圖可得三次方程式 f x x x( ) = - - + =
3 2 3 0有 1 個實根。

二、進階題

9  令 f x x x cx d( ) = - + +
3 28

  因為 a 與 b 為實數，且 b ≠ 0，所以 a i+ 與1+ bi都是 f x( ) = 0的虛根。

 又因為 f x( ) = 0為實係數三次方程式且其虛根個數必為偶數，

 所以 f x( ) = 0只能有一實根與兩共軛虛根。因此可得

a i a i bi+ = - = +1 ，

 解得 a = 1且 b = -1。

 因此， x i x i x x- +( )( ) - -( )( ) = - +1 1 2 22
是 f x( )的二次因式。利用長除法將 f x( )除以 x x2 2 2- +

 

 因為 f x( )被 x x2 2 2- + 整除，所以 c =14且 d = -12，

 將方程式 f x( ) = 0改寫為 x x x2 2 2 6 0- +( ) -( ) = ，

 解得 x i= ±1  , 6。
0  因為 f x( )為三次實係數多項式，且 1 + i 為方程式 f x( ) = 0的一根，所以1- i也是 f x( ) = 0的一根，

 因此， x i x i x x- +( )( ) - -( )( ) = - +1 1 2 22
是 f x( )的二次因式。

  又三次實係數多項式 f x( ) = 0恰有三個根且虛根會共軛成對，所以 f x( ) = 0有一實根、兩虛根，

 即函數 f x( )的圖形與 x 軸恰有一個交點。

 故選1234。

q 設截去的正方形邊長為 x公尺，且 0 2< <x 。依題意可得

x x x4 2 6 2 8-( ) -( ) = ，

 展開整理得

x x x3 25 6 2 0- + - = ，

 因式分解得

x x x-( ) - +( ) =1 4 2 02
，

 解得 x = 1 , 2 2± 。

 因為 0 2< <x ，所以 x = 1或 2 2- （公尺）。

習題

83

習題

求三次方程式 - x3- 2x + 3 = 0的實根個數。

二、進階題

已知 a + i 與 1 + b i（其中 a 與 b 為實數，且 b≠0 ）為實係數三次方程式 

x3- 8x2+ cx + d = 0的兩個根，求所有的根。

設 f ( x ) 為三次實係數多項式，且 1 + i 為方程式 f ( x ) = 0的一根，選出所有

正確的選項。

1   f (1 - i ) = 0

2   f (3 + 2i ) ≠ 0

3 函數 f (x ) 的圖形與 x軸恰有一個交點

4 多項式 f (x ) 可被 x2- 2x + 2整除。

將長 6公尺、寬 4公尺的矩形紙板，四個角各截去一個面積相等的正方形，

然後將各邊摺起來，做成一個無蓋的長方體容器，如果此容器的容積為 8

立方公尺（紙板厚度不計），求截去的正方形邊長。

8

9

10

11

83-1
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習題

83

習題

求三次方程式 - x3- 2x + 3 = 0的實根個數。

二、進階題

已知 a + i 與 1 + b i（其中 a 與 b 為實數，且 b≠0 ）為實係數三次方程式 

x3- 8x2+ cx + d = 0的兩個根，求所有的根。

設 f ( x ) 為三次實係數多項式，且 1 + i 為方程式 f ( x ) = 0的一根，選出所有

正確的選項。

1   f (1 - i ) = 0

2   f (3 + 2i ) ≠ 0

3 函數 f (x ) 的圖形與 x軸恰有一個交點

4 多項式 f (x ) 可被 x2- 2x + 2整除。

將長 6公尺、寬 4公尺的矩形紙板，四個角各截去一個面積相等的正方形，

然後將各邊摺起來，做成一個無蓋的長方體容器，如果此容器的容積為 8

立方公尺（紙板厚度不計），求截去的正方形邊長。

8

9

10

11

1 個

1± i  , 6

1234

1 或 2 2− （公尺）
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補充教材

 ●  牛頓定理
解高次方程式通常不是一件容易的事，若能找到高次方程式 f x( ) = 0的整係數一次因式 ax b- ，就可得到 f x( ) = 0

的一個有理根
b
a
。底下介紹一個可以找出多項式之整係數一次因式的方法。

牛頓定理（或稱整係數一次因式檢查法）

設 f x a x a x a x an
n

n
n

( ) = + + + +
-

-

1
1

1 0Λ 是一個整係數 n次多項式。若一次式 ax b- 是 f x( )的因式（其中 a是正整數， b

是整數且 a , b互質），則

1 a是 f x( )的最高次項係數 an之因數。

2 b是 f x( )的常數項 a0之因數。

證明  1	因為 ax b- 是 f x( )的因式，所以由因式定理知 f b
a









 = 0，即

a b
a

a b
a

a b
a

an

n

n

n








 +









 + +









 + =

-

-

1

1

1 0 0Λ 。

  將等號兩邊同乘 an得

a b a ab a a b a an
n

n
n n n

+ + + + =
-

- -

1
1

1
1

0 0Λ 。

   在這等式中，除了最左邊的 a bn
n
項之外，其餘的每一項都是 a 的倍數。將這些 a 之倍數的項移到右邊， 

並提出公因數 a，可得

a b a a b a a b a an
n

n
n n n

= - + + +( )-

- - -

1
1

1
2

0
1

Λ ，

  推得

a b
a

a b a a b a an
n

n
n n n

= - + + +( )-

- - -

1
1

1
2

0
1

Λ

  是一個整數，即 a bn
n
是 a 的倍數。

  又因為 a 與 b 互質，所以 a 與 bn也互質。故 a 是 an的因數。

 2  同1的方法，保留 a an0 項在左邊，其餘的項移到右邊，考慮
a a
b

n
0 是整數，且 b 與 an互質，可以證得 b 是 a0 

  的因數。

83-2
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多項式方程式的根 4
 ●  無理根成對定理

無理根成對定理

設 f x( )為有理係數 n次多項式（ n為大於 1 的整數）。若 a b c+ （ a  , b  , c 是有理數， b ≠ 0且 c 為無理數）是方

程式 f x( ) = 0的一個根，則 a b c- 也是方程式 f x( ) = 0的一個根。

證明  首先，令二次多項式 g x( )為

g x x a b c x a b c x ax a b c( ) = - +( )( ) - -( )( ) = - + -
2 2 22 ，

 可得 g x( )為有理係數二次多項式且 g a b c g a b c+( ) = -( ) = 0。

 接著，將有理係數多項式 f x( )除以 g x( )，由除法定理可得

                     f x g x q x mx n( ) = ( ) ( ) + +( )               × ， 1

                     被除式 =      除式      ×　  商式        +　      餘式

 其中 q x( )為有理係數多項式，且 m, n 皆為有理數。

 最後，分別將 x以 a b c+ 與 a b c- 代入1式，得

f a b c q a b c m a b c n am n bm c+( ) = × +( ) + +( ) + = +( ) +0 ，

f a b c q a b c m a b c n am n bm c-( ) = × -( ) + -( ) + = +( ) -0 。

 因為 a b c+ 是 f x( ) = 0的一個根，即

f a b c am n bm c+( ) = +( ) + = 0，

 又因為 am n+ 與 bm 皆為有理數，所以

am n+ = 0且 bm = 0。

 因此可得 f a b c am n bm c-( ) = +( ) - = 0，即 a b c- 也是 f x( ) = 0的一個根。

83-3
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多項式方程式的根

 ●  多項式方程式的公式解
解多項式方程式具有很悠久的歷史，遠在西元前 1600 年，巴比倫人就提出了解二次方程式的問題。他們雖然提供

了求解的方法，但並未發現代數公式來表示其根。而古希臘人雖以幾何作圖的方法解二次方程式，但至少到西元 100 年

才發現了代數公式來表示其根。

所謂方程式的代數公式解就是由方程式的係數經過四則運算與開方等有理運算所得的解，通常稱為根式解（solution 

by radicals）。例如﹕一元一次方程式 ax b+ = 0的根式解為 x b
a

= - 。又一元二次方程式 ax bx c2 0+ + = 的根式解為

x b b ac
a

=
- ± -

2 4
2

。

至於三次和四次方程式的根式解比較困難，直到西元 1535 年才分別由義大利的數學家卡當諾（G. Cardano, 1501∼

1576）和他的學生所發現。現在看來很簡單之多項式方程式的根式解在當時卻耗費了數學家們很多的光陰。當四次方程

式的根式解發現後，當時的數學家們接著就想要求得五次方程式的根式解，發現有些五次方程式無法求得根式解。最

後，數學家們有了一個共同的猜測，即一般的五次方程式不能以公式求解，但沒有人提出證明。到了西元 1813 年始由

魯菲尼（P. Ruffini, 1765∼1822）提出證明。可是後來發現，魯菲尼所提出的證明有誤，最後才由挪威的一個農家子弟

阿貝爾（N. H. Abel, 1802∼1829）證明出來。事實上，阿貝爾剛開始也曾經犯了錯誤，誤證五次方程式有根式解。但很

快地他就發現自己的錯誤，終於在 1824∼1826 年間，證明了五次方程式不可能有根式解。阿貝爾解決了這個大問題之

後，下一步即尋求形如

x a x an n
n+ + + =

-

1
1 0Λ

的有理係數 n 次方程式是否可用公式求解。當阿貝爾正為此努力工作時，卻不幸因肺病於 1829 年逝世。在 1832 年，法

國有一位青年數學家伽羅瓦（É. Galois, 1811∼1832），他證明了五次以上的有理係數方程式皆不可用根式求解，並發展

出永垂不朽的伽羅瓦理論。
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