
一 教材摘要

　　首先以實例引進函數及說明函數的概念，接著介紹一些特殊函數的圖形，及函

數的運算。

　　對於函數的極限，利用數據法與圖形法來說明。接著介紹函數極限的求法及極

限的運算性質，進而推導出多項式函數在 x = a的極限就是它在 x = a的函數值，最

後引進連續函數的概念及介紹介值定理。

二 教學目標與時數

教學目標 建議授課時數

1  了解函數的意義，並能判別兩變量間的關係是否為函數

關係。

2  了解函數圖形的意義，並能判別坐標平面上的圖形是否

為函數圖形。

3  能作函數的四則運算。

4  了解函數極限的意義。

5  了解函數極限的四則運算性質，並能利用此性質求函數

的極限。

6  知道多項式函數在 x = a的極限就是它在 x = a的函數值。

7  了解連續函數的意義，並知道多項式函數都是連續函數。

8  了解介值定理的意義。
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三 教材地位分析

已學習教材 本單元教材 未學習教材

函數

物理學中瞬時

速度的概念

多項式的運算

多項式函數

勘根定理

函數的極限

連續函數

介值定理

函數及其圖形

微分



函數與函數的極限

34

 

 

  

甲 函數的概念

　　在第一冊中，我們以兩變數的對應關係介紹函數的概念，事實上，函數的對

應關係也可以用集合來描述，敘述如下。

設 A 與 B 為兩集合。當 A 中的每一個元素，在 B 中都恰有一個元素與它

對應時，稱這種對應關係為由 A到 B的函數，記作 f：A→B，或寫成

y f (x ) , x A，

其中 x稱為自變數，y稱為應變數，f (x )

表示 x 在 B 中的對應元素，稱為函數 f

在 x 的函數值。集合 A 稱為函數 f 的定

義域，集合 B 稱為函數 f 的對應域，所

有函數值所成的集合稱為函數 f的值域。

函數的定義

　　某城市的計程車車資計費方式為：前

1250公尺，基本收費 90元，超過 1250公尺
的部分，每 200公尺加收 5元，不足 200公
尺以 200公尺計算。我們該如何利用函數來
描述計程車搭乘距離與車資的對應關係呢？

　　函數與函數的極限是微積分學的基礎，

也是本單元的內容。
▲圖 1
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教學要點

  首先將函數的對應關係用

集合來描述，接著複習二

次函數、對數函數的圖形

及介紹一些特殊函數的圖

形，最後介紹奇函數與偶

函數。

1

教學小提醒

  教學時要清楚地介紹函數

的對應關係，尤其要強調

「都恰有一個」的重要

性。

1

1

1
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　　本書所討論的函數，其定義域都是實數的部分集合，對應域都是所有實數；

如果在描述一個函數時，只寫出式子，但未說出定義域的話，那麼其定義域就是

使式子有意義的最大可能集合。

　　在坐標平面上，對於定義域中的每一個 x，所有點 (x , f (x)) 構成的圖形，稱
為函數 y = f (x)的圖形，舉例如下。

1 二次函數

y x2 2x 3 (x 1)2 2

  的定義域為所有實數 。我們知道其圖形是以 (1 , 2) 為頂點，開口向上的拋

物線，如圖 2 (a)所示。由圖形得知，其值域為 {y | y 2}。

2 常用對數函數

y log x

  的定義域為所有正實數，即 {x |x > 0}。我們知道其圖形是一條在 y軸右方

且一直升高的曲線，如圖 2 (b)所示。由圖形得知，其值域為所有實數 。

　　　　　

▲圖 2

　　函數圖形的特徵：根據函數的定義，「定義域中的每一個 x都只有一個對應

的函數值 y」，這個規定反映在函數圖形上，就是

「每一條鉛直線和函數圖形至多有一個交點」。
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教學小提醒

  判別坐標平面上的圖形是

否為函數圖形的方法要解

說清楚，此處可舉圓：

x2 + y2 1當反例。

11
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例如圖 3 (a) 中，任一條鉛直線與圖形至多有一個交點，此圖形為函數圖形； 

圖 3 (b)中，有一條鉛直線與圖形不只有一個交點，此圖形不是函數圖形。

　　　　　

▲圖 3

　　我們來做一道例題。

判斷函數 y
|x|
x
的定義域、描繪其圖形並求其值域。

例題 1

1 

  0

0 { x x 0}

2 

x > 0 y
|x|
x

x
x

1

 x < 0 y
|x|
x

x
x

1

 

 y
|x|
x

    1 x > 0

  1 x < 0

 y
|x|
x

3 

 1 1

  {1 , 1}

解
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隨堂練習解答

  1 定義域：

   因為對所有實數 x， x 都有意義，所以定義域為所有實數。

 2 圖形：

   當 x 0時，y x x﹔當 x 0時，y x x，

  即 y x      
x，若 x 0

x，若 x 0
。

   分段描繪函數 y x 的圖形如右。

 3 值域：

   由函數的圖形得知，函數值恆大於或等於 0，其值域為

  {y R y 0}。

補充例題

  判斷絕對值函數 y x 2 的定義域、描繪其圖形並求其值域。

 解：1定義域：

 　　　因為 x為任意實數函數值都有意義，所以定義域為所有實數。

 　　2圖形：

 　　　y x 2    
x 2，當 x 2

x +2，當 x 2
，分段描繪函數的圖形如下。

                     

 　　3 值域：

 　　　 由函數的圖形得知，值域為 {y R y 0}。

1

1
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　　在解 2 中，我們將函數分段寫成 y
|x|
x

    1，當 x > 0
  1，當 x < 0

的形式，稱此種

函數為分段定義函數。例如，絕對值函數 y |x|可以分段寫成

y |x|
    x，當 x 0

  x，當 x < 0
，

因此，它也是分段定義函數。

判斷絕對值函數 y |x|的定義域、描繪其圖形並求其值域。

隨堂練習

　　對於任意實數 x﹐我們以 [x] 表示小於或等於 x的最大整數。例如，

[2] 2 , [1.5] 1 , [ 2.5] 3

我們稱符號 [  ] 為高斯符號。在本單元一開始的引言中，計程車搭乘距離與車資

的對應關係可以用含有高斯符號的分段函數來描述。

某城市的計程車車資計費方式為：前 1250 公尺，基本收費 90 元，超過

1250公尺的部分，每 200公尺加收 5元，不足 200公尺以 200公尺計算。

已知搭乘 x公尺所需支付的車資為

f (x)
                         a，當 0 < 1250

  90 5×( [ b x
200 ])，當 x > 1250

元，其中 a , b為實數，符號 [  ] 為高斯符號，回答下列問題。

1 實數 a的值為何？（單選）

 1 5　2 90　3 200　4 1250。

2 實數 b 　　　　。

3 車資 500元最多可搭乘多少公尺？

例題 2

函數與函數的極限
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1

1

定義域為 R，

值域為 {y R y 0}
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1 90 a 90 2

2 當 1250 < 1450時，f (x) 90 5×( [ b x
200 ]) 95，得 [ b x

200 ] 1，即

1 b x
200

< 0，

 解得 b < 200。故 b 1250。

3 令 90 5×( [ b x
200 ]) 500，則 [ 1250 x

200 ] 82，得

82 1250 x
200

< 81，

 解得 17450 < 17650。故最多可搭乘 17650公尺。

已知租借某共乘機車 x分鐘所需支付的租金為

f (x)
                          15，當 0 < 6

  15 2.5×( [6 x])，當 x > 6

元，其中符號 [  ] 為高斯符號，回答下列問題。

1 租借 19分 30秒的租金為多少元？

2 租金 100元最多可使用多少時間？

解

隨堂練習
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隨堂練習解答

  1 因為 f (19.5) 15 +2.5 14 50，所以租金為 50元。

 2 令 15 +2.5 ( [6 x]) 100，則 [6 x] 34，得 34 6 x 33，

  解得 39 x 40。故最多可使用 40分鐘。

1

1 50元

2 40分鐘

1
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　　至此，我們描繪了幾個函數的圖形，並借助函數的圖形求得值域。事實上，

有些函數的圖形並不容易畫出（例如，高次多項式函數），此時可以借助電腦來

幫助我們畫出函數圖形。

　　此外，有些函數具有對稱的性質，了解函數的對稱性有助於分析較複雜的函

數，介紹如下。

1 對稱於原點：三次函數 f (x) x3
，對於實數 x，恆有

f ( x) ( x)3 x3 f (x)。

  這表示其函數圖形對稱於原點，如圖 4 (a)所示，我們稱具有這樣特性的函數

為奇函數。

2 對稱於 y軸：二次函數 f (x) x2
，對於實數 x，恆有

f ( x) ( x)2 x2 f (x)。

  這表示其函數圖形對稱於 y軸，如圖 4 (b)所示，我們稱具有這樣特性的函數

為偶函數。

　　　　　

▲圖 4

1  當函數 f (x ) 對所有 x 均滿足 f ( x ) f (x ) 時，稱 f (x ) 為奇函數，其

圖形對稱於原點。

2  當函數 f ( x ) 對所有 x 均滿足 f ( x ) f ( x ) 時，稱 f ( x ) 為偶函數，其

圖形對稱於 y軸。

奇函數與偶函數

由上述定義可知，函數 y sin  x 與五次單項函數 f (x) ax5
都是奇函數；函數

y |x|與四次單項函數 f (x) ax4
都是偶函數。

函數與函數的極限
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教學小提醒

  各項均為奇數次的多項式

函數為奇函數；各項均為

偶數次的多項式函數為偶

函數。

11
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已知函數 f (x) 5x4 3 , g(x) sin  x , h(x) x3 2，選出所有正確的選項。

1 f (x) 為偶函數

2 f (x) 的圖形對稱於 y軸

3 g(x) 的圖形對稱於原點

4 h(x) 為偶函數

5 h(x) 為奇函數。

隨堂練習

乙 函數的運算

　　第三冊中，我們將函數 f (x) sin  x 與 g(x) cos  x 相加後產生了新的函數

h(x) sin  x cos  x。事實上，使用函數間的四則運算或合成運算來產生新函數是

常見的兩個方式，介紹如下。

（一）函數的四則運算

　　相較於實數的四則運算，我們定義函數的四則運算。

設集合 A 為函數 f 與 g 定義域的交集。對於 A 中的每一個數 x，定義四

個函數 f g , f g , f g與 f
g
如下：

( f g ) (x ) f (x ) g (x ) ,

( f g ) (x ) f (x ) g (x ) ,

( f g ) (x ) f (x )g (x ) ,

( f
g ) (x ) f (x)

g(x)
，其中 g (x ) 0。

函數的四則運算

　　由上述的定義可知函數 f g , f g 與 fg的定義域為 f 與 g定義域的交集 A；

而函數
f
g
的定義域為集合 A扣除「使得 g(x) 0的部分」。

與函數的極限
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教學要點

  介紹函數的四則運算及合

成函數。

1

1

隨堂練習解答

  1  因為 f ( x) 5( x)4 +3 5x4 +3 f (x)，所以 f (x)為偶函數。

 2  因為 f (x)為偶函數，所以 f (x)的圖形對稱於 y軸。

 3  因為 g( x) sin ( x) sin x g(x)，所以 g(x)為奇函數，因此 g(x)的圖形對稱於原點。

 4  因為 h( x) ( x)3 +2 x3 +2≠ h(x)，所以 h(x)不是偶函數。

 5  因為 h( x) x3 +2≠ h(x)，所以 h(x)不是奇函數。

 故選123。

1

123

1
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　　我們來做一道例題。

已知函數 f (x)    x與 g(x)    1 x，求下列各函數及其定義域。

1 ( f g)(x)。　 　2 ( f g)(x)。　 　3 ( fg)(x)。　 　4 ( f
g )(x)。

例題 3

f ( x ) { x x 0} , g ( x ) { x x 1}

{ x 0 x 1} g (x ) 0 {1}

1 ( f g ) (x ) f (x ) g (x )    x    1 x { x 0 x 1}

2 ( f g ) (x ) f (x ) g (x )    x    1 x { x 0 x 1}

3 ( f g)(x) f (x)g(x)    x    1 x    x(1 x) {x 0 x 1}

4 ( f
g ) (x )

f (x)
g(x)

   x

   1 x
   

x
1 x

{ x 0 x < 1}

已知函數 f (x) x2 4與 g(x) x 2，求下列各函數及其定義域。

1 ( f g)(x)。　　　　2 ( f
g )(x)。

解

隨堂練習
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隨堂練習解答

  函數 f (x)的定義域為 R，g(x)的定義域為 R，它們的交集為 R。

 1  ( f + g)(x)的定義域為 R，且 ( f + g)(x) f (x)+ g(x) x2 + x 6。

 2  ( f
g ) (x)的定義域為 {x R x≠ 2}，且 ( f

g ) (x) f (x)
g(x)

x2 4
x 2

x +2（x≠ 2）。

1

1 ( f + g)(x) x2 + x 6，定義域為 R

2 ( f
g ) (x)  x +2，定義域為{x R x≠2}

1



函數與函數的極限

42

（二）合成函數 

　　函數 (x 1)3
與 sin  2x 是我們熟悉的函數，事實上它們都可以是合成函數。

以 (x 1)3
為例介紹函數的合成如下：給定函數 f (x) x 1 與 g(x) x3

，我們可

以利用這兩個函數組合成一個新的函數。例如，如圖 5 所示，「x 先經由函數 f

的對應，再經由函數 g的對應」就可得新的函數 h，即

h(x) g( f (x)) g(x 1) (x 1)3
。

▲圖 5

此時，我們稱 h是 g與 f的合成函數 g f（讀作 g circle f ），定義如下。

函數 g與 f的合成函數 g f定義為

(g f ) (x ) g ( f (x ) )，
其定義域就是使 f (x ) 落在 g的定義域中之所有 x所成的集合。

合成函數

　　此外，我們將上述函數 f ( x ) x 1 與 g(x) x3
的組合順序反過來，即「x

先經由函數 g的對應，再經由函數 f 的對應」，如圖 6所示：

▲圖 6

此時，所得的合成函數為 ( f g)(x) f (g(x)) f (x3) x3 1，與先前求出的合成

函數 g f 並不相同。事實上，合成函數 g f 與 f g 不一定是同一個函數。

與函數的極限
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　　練習求合成函數。

已知函數 f (x) 3x 2與 g(x) 1
3

x 2
3
，求下列各合成函數。

1 (g f )(x)。　　　　2 ( f g)(x)。

例題 4

1 (g f ) (x ) g ( f (x ) ) g (3x 2) 1
3

(3x 2) 2
3

x

2 ( f g ) (x ) f (g (x ) ) f ( 1
3

x
2
3 ) 3( 1

3
x

2
3 ) 2 x

已知函數 f (x) x2 x 1與 g(x) x 3，求下列各合成函數。

1 (g f )(x)。　　　　2 ( f g)(x)。

解

隨堂練習

函數與函數的極限
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教學小提醒

  函數的合成不具交換律。1

隨堂練習解答

  根據合成函數的定義，得下列函數。

 1  (g f )(x) g( f (x)) g(x2 + x +1) (x2 + x +1) 3 x2 + x 2。

 2  (f g)(x) f (g(x)) f (x 3) (x 3)2 + (x 3)+1 x2 5x +7。

1

1 x2 + x 2

2 x2 5x +7

1

1

1

補充例題

  已知函數 f (x) x
x 1

，求合成函數 (f f )(x)。

 解：( f f )(x) f ( f (x)) f ( x
x 1 )

x
x 1

 

x
x 1

1
x。

1
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丙 函數的極限

　　我們學過數列的極限，現在來介紹函數的極限。首先考慮函數 f (x) x2 4
x 2

（x 2）。想知道的是：當 x 的值愈來愈接近 2，但不等於 2 時，f (x) 的值會發

生什麼變化？底下用兩種方法來觀察。為了方便觀察，我們將 f (x) 化簡如下：

因為 x 2，所以

f (x) x2 4
x 2

(x 2)(x 2)
x 2

x 2。

（一）數據法：

　　將 x取 2左、右兩邊附近的值，並實際地計算出 f (x) x 2的值來觀察，如

下表：

　　　 x逐漸減小且接近 2x逐漸增大且接近 2 2

x 1.9 1.99 1.999 1.9999 2 2.0001 2.001 2.01 2.1

f (x ) 3.9 3.99 3.999 3.9999 4.0001 4.001 4.01 4.1

　　觀察以上的數據，當 x的值逐漸靠近 2時，f (x)的值會逐漸靠近 4。事實上，

f (x) 的值要多靠近 4 都可以，只要 x 的值足夠靠近 2；換句話說，| f (x) 4| 的值

要多小都可以，只要 |x 2|的值足夠小。舉以上的數據來說。

1  若想要 f (x) 的值與 4 的差距在 0.01 內（即 | f (x) 4| < 0.01），則只要將 x 限

定在 0 < |x 2| < 0.01的範圍內即可。

2  若想要 f (x) 的值與 4 的差距在 0.0001 內（即 | f (x) 4| < 0.0001），則只要將

x限定在 0 < |x 2| < 0.0001的範圍內即可。

　　一般而言，想要 f (x) 的值與 4 的差距在某一正數內，都可以根據這個正數

找到 x 的範圍，使得在此範圍內的 x，f (x) 的值與 4 的差距都會小於這個正數。

此時我們說：當 x從左、右兩邊趨近 2（x 2）時，函數 f (x) 的值會趨近 4。
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1

教學要點

  利用數據法與圖形法，兩

種直觀的方法來說明極

限。接著舉實例說明函數

極限的概念。

1

教學小提醒

  當我們使用「x趨近 2」

這樣的詞句時，就已經表

示 x≠ 2，這一點在教學

時要特別強調，以免學生

誤以為「x趨近 2」就是

「令 x 2」。

  使用數據法解說極限時，

務必把大於 2及小於 2的

x值都拿來講解，以增加

學生對兩側趨近有更深刻

的體會。

1

2

1

2
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（二）圖形法：

　　因為 f (x) x2 4
x 2

（x 2）可化簡為 f (x) x 2，所以 f (x) 的圖形就是在直

線 y x 2上「挖掉」點 (2 , 4) 所成的圖形，如圖 7所示：

▲圖 7

在圖 7中，如果讓 AB保持與 x軸垂直（其中 A點在 x軸上移動，且 B點保持在

函數的圖形上），那麼當 A(x , 0) 逐漸向點 (2 , 0) 靠近時（從左邊或右邊靠近皆

可），就會帶動 B點向點 (2 , 4)靠近，此時 B點在 y軸投影點 C也隨著向點 (0 , 4)

靠近。也就是說，當 x趨近 2（x 2）時，函數 f (x) 的值會趨近 4。

　　綜合這兩個方法，我們將這樣的情形稱為「函數 f (x)在 x = 2的極限為 4」，

並用符號

 lim f (x) 4

表示。

　　一般而言，我們將函數的極限定義如下。

設函數 f (x ) 在某個包含 a的開區間中除了 a以外之

任意實數 x 都有定義。當 x 趨近 a（從 a 的左、右

兩邊趨近，且 x a）時，若對應的函數值 f ( x ) 會

趨近定值 L，則稱 f (x ) 在 x a的極限為 L，記作

l im f (x ) L。

也就是說，只要 x足夠靠近 a，函數值 f (x ) 要多靠近 L都可以。
x→ a

函數的極限

x→ 2

函數與函數的極限
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教學小提醒

  使用圖形法解說極限時，

若能使用直尺來示範 A

點逐漸向 (2 , 0)靠近時，

就會帶動 B點向點 (2 , 4)

靠近，則應該可以增加學

生對極限的了解，但別忘

了「兩側趨近」。

11
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　　要注意的是：函數的極限若存在，則只會有一個。由函數極限的定義知道：

函數 f (x) 在 x a 的極限取決於接近 a 但不等於 a 的那些 x 所對應的函數值，而

不是 x a 的函數值。因此，不管 a 有沒有在 f (x) 的定義域中，都可討論 f (x) 在

x a的極限。

已知函數 f (x) x 2，求 lim f (x)。
x→ 2

例題 5

f (x ) y x 2

x 2

f (x ) 4

l im f (x ) l im (x 2) 4

已知函數 f (x) x2 x 2
x 1

（x 1），求 lim f (x)。

解

x→ 2 x→ 2

隨堂練習

x→ 1

與函數的極限
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1

隨堂練習解答

  lim f (x) lim x2 x 2
x 1

lim (x 2)(x 1)
x 1

lim (x +2) 3。1
x→1 x→1 x→1 x→1

3
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　　在例題 5中，函數 f (x)在 x 2的極限恰好等於函數值，即 lim f (x) f (2)。這

個結果對一些函數並不成立，舉例如下。

設函數 f (x)
  2x 2，當 x > 0

         1，當 x 0
 x 2，當 x < 0

。

1 求 lim f (x)。

2 極限 lim f (x) 與函數值 f (0) 是否相等？

x→ 0

x→ 0

例題 6

y f (x )

1  x 0 f ( x )  

2

lim f (x ) 2

2 l im f (x ) 2 f (0) 1

l im f (x ) f (0)

設函數 f (x)
 x2 2，當 x > 0

          2，當 x 0
     x 2，當 x < 0

。

1求 lim f (x)。　　　　2極限 lim f (x) 與函數值 f (0) 是否相等？

x→ 2

解

x→ 0

x→ 0

x→ 0

隨堂練習

x→ 0 x→ 0
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隨堂練習解答

  圖為 y f (x)的圖形。

 1  當 x趨近 0時，f (x)會趨近 2。因此，lim f (x) 2。

 2  因為 lim f (x) 2，且 f (0) 2，所以 lim f (x) f (0)。

1

x→0

x→0 x→0

1 2

2 是，相等

1
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　　綜合以上的實例，把討論函數極限應注意的事項整理如下。

當 l im f (x ) L成立時，有三件事情值得注意。

1 「x趨近 a」指的是 x從左、右兩邊趨近 a，但不等於 a。

2 函數值 f (a ) 不一定存在。

3 即使函數值 f (a ) 存在，極限 l im f (x ) 也不一定等於函數值 f (a )。

x→ a

x→ a

函數極限的概念

　　函數的極限不一定會存在，舉例如下。

設函數 f (x)
|x|
x
（x 0），討論 f (x) 在 x 0的極限是否存在？

例題 7

1 y f (x )

1 x 0 f (x ) 1

2 x 0 f (x ) 1

x 0 f ( x )

f (x ) x 0

　　從上例知道：當 x分別從左、右兩邊趨近某一數時，函數 f (x) 可能趨近不同

的實數。為了方便討論，我們引進下列符號。

1 符號 x→a 表 x從右邊趨近 a，即 x > a且 x→a。

2 符號 x→a 表 x從左邊趨近 a，即 x < a且 x→a。

解

與函數的極限
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教學小提醒

  教學時，不宜花太多時間

在極限不存在的問題上，

且 避 免 觸 及 lim f (x) 或

lim  f (x)等類型的極限問

題。

1

x→

x→

1
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3  設函數 f (x)在某一個以 a為左端點的區間 (a , b)有定義。當 x從右邊趨近 a時，

若 f (x) 趨近定值 L，則稱 L為 f (x) 在 x a的右極限，記作 lim  f (x) L。

4  設函數 f (x)在某一個以 a為右端點的區間 (c , a)有定義。當 x從左邊趨近 a時，

若 f (x) 趨近定值 M，則稱 M為 f (x) 在 x a的左極限，記作 lim  f (x) M。

要注意的是：右極限若存在，則只會有一個（左極限亦同）。

　　根據極限的定義，有以下的結論。

設函數 f (x )在某個包含 a的開區間中除了 a以外之任意實數 x都有定義。

若 l im f (x ) L，則 l im  f (x ) l im  f (x ) L；反之亦成立。
x→ a x→ a x→ a

極限與左右極限的關係

　　值得注意的是：當左右極限不相等時，極限不存在。例如：在例題 7中，將

f (x) 改寫成分段定義函數的形式，即

f (x)
    1，當 x > 0

 1，當 x < 0
。

因為右極限 lim  f (x) 1，而左極限 lim  f (x) 1，所以

  lim  f (x) lim  f (x)。

故極限 lim f (x) 不存在。

設函數 f (x)       x 1，當 x > 1
 2x 3，當 x < 1

。

1 求右極限 lim  f (x)。

2 求左極限 lim  f (x)。

3 極限 lim f (x) 是否存在？

x→ 1

x→ 1

x→ 1

隨堂練習

x→ a

x→ a

x→ 0 x→ 0

x→ 0 x→ 0

x→ 0

函數與函數的極限
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教學小提醒

  左極限／右極限若存在，

只會有一個。

1

隨堂練習解答

  1  右極限 lim  f (x) lim (x +1) 1 +1 2。

 2  左極限 lim  f (x) lim  ( 2x +3) 2+3 1。

 3  因為 lim  f (x) 2，lim  f (x) 1，所以 lim  f (x)≠ lim  f (x)，

  故極限 lim f (x)不存在。

1
x→1+ x→1+

x→1 x→1

x→1+ x→1 x→1+ x→1

x→1

1 2

2 1

3 否，不存在

1

1
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丁 極限的性質

　　給定兩函數 f (x) 與 g(x)。若 f (x) 與 g(x) 在 x a 的極限都存在，則 f (x) 與

g(x) 經過四則運算後，在 x a 的極限也都會存在。這些性質對於求函數的極限

有很大的幫助，敘述如下。

設 c為常數，且函數 f (x ) 與 g (x ) 在 x a的極限分別為 L與 M，即

 l im f (x ) L ,  l im g (x ) M。

我們有以下的性質。

1 l im ( f (x ) g (x ) ) l im f (x ) l im g (x ) L M。

2 l im ( f (x ) g (x ) ) l im f (x ) l im g (x ) L M。

3 l im (cf (x ) ) c l im f (x ) cL。

4 l im ( f (x )g (x ) ) l im f (x ) l im g (x ) LM。

5 若 M 0，則 l im f (x)
g(x)

lim f (x)

lim g(x)
x→ a

x→ a

L
M
。

x→ a x→ a

x→ a x→ a x→ a

x→ a x→ a x→ a

x→ a x→ a

x→ a x→ a x→ a

x→ a

函數極限的運算性質

　　利用這些性質，可以求多項式函數的極限。舉例而言，利用性質4，得

lim x2 lim (xx) lim x lim x 2×2 22
，

且

lim x3 lim (x2x) lim x2 lim x 22
×2 23

。

再由性質1 , 2及3，得

lim (x3 3x2 8) lim x3 3 lim x2 lim 8 23 3×22 8 4。

　　仿照上述的方法，可以推得多項式函數與有理函數（形如
f (x)
g(x)

，其中

f (x) , g(x) 是多項式且 g(x) 0）的極限，敘述如下。

x→ 2 x→ 2 x→ 2 x→ 2

x→ 2 x→ 2 x→ 2 x→ 2

x→ 2 x→ 2 x→ 2 x→ 2
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教學要點

  利用函數極限的運算性質

求極限，最後再引進函數

的夾擠定理求極限。

1

教學小提醒

  此處應提醒學生：當極

限 lim  f (x) 與 lim g(x) 都

存在時，才能使用運算性

質。

1

x→a x→a

1

1
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設 a 為實數，且 f ( x ) anx
n
⋯ a1x a0與 g ( x ) bmx

m
⋯ b1x b0為

兩實係數多項式函數。

1 l im f (x ) f (a )。　　　　2若 g (a ) 0，則 l im f (x)
g(x)

f (a)
g(a)

。
x→ a x→ a

多項式函數與有理函數的極限

結論1告訴我們：

多項式函數在 x = a的極限就是它在 x = a的函數值。

求下列各極限。

1  lim (x100 2x 3)。　　2 lim x2 x 3
x 2

。　　3 lim ( x 2
x 1

x 1
x 3 )。x→ 1 x→ 1 x→ 2

例題 8

1 l im (x100 2x 3) ( 1)100 2× ( 1) 3 6

2 l im x2 x 3
x 2

12 1 3
1 2

5
3

3 

  l im x 2
x 1

2 2
2 1

4 lim x 1
x 3

2 1
2 3

3

 l im ( x 2
x 1

x 1
x 3 ) 4 ( 3) 1

求下列各極限。

1 lim (3x 2)8
。　　　2 lim x2 3

x 1
。　　　3 lim ( 2x 1

x 3
x 1
x 1 )。

解

x→ 1

x→ 1

x→ 2 x→ 2

x→ 2

隨堂練習

x→ 1 x→ 3 x→ 1

函數與函數的極限
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隨堂練習解答

  1 lim (3x +2)8 (3( 1)+2)8 ( 1)8 1。

 2 lim x2 3
x 1

32 3
3 1

3。

 3 lim ( 2x 1
x 3

+ x 1
x 1 ) 2 1

1 3
+ 1 1

1 1
3
2

+0 3
2
。

1
x→ 1

x→3

x→1

1 1　2 3　3 3
2

1
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　　極限的問題並非都像例題 8那樣直接代入就可求得極限，有時直接代入會出

現分母為 0的情形，此時的極限有可能存在也有可能不存在。若存在，又該如何

求得此極限呢？進行例題之前，因為函數在 x a的極限與其在 x a的函數值無

關，所以我們有以下的性質：

「若函數 f與 g對所有 x a都滿足 f (x) g(x)，則 lim f (x) lim g(x)。」

再看底下兩個實例。

求下列各極限。

1 lim x2 5x 6
x 3

。　　　　2 lim 
x 1
x 2

。
x→ 3 x→ 2

例題 9

1  x 3 0 x 3

x 3
  x2 5x 6

x 3
(x 3)(x 2)

x 3
x 2

  l im x2 5x 6
x 3

 l im (x 2) 3 2 1

2  x 2 0 x 2 3 0

  lim x 1
x 2

  lim x 1
x 2

 lim x 1
x 2

L  lim (x 2) 0

 lim (x 1)  lim ( x 1
x 2

(x 2) )  lim x 1
x 2

 lim (x 2) L 0 0

  lim (x 1) 3  lim x 1
x 2

求下列各極限。

1 lim x2 4

x2 3x 2
。　　　　　2 lim 9

x2 x 2
。

x→ a x→ a

解

x→ 3 x→ 3

x→ 2

x→ 2 x→ 2 x→ 2

x→ 2 x→ 2 x→ 2 x→ 2

x→ 2 x→ 2

隨堂練習

x→ 2 x→ 2
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1 4

2 不存在

1

1

2
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補充例題

  求極限 lim x 2

x2 x 2
。

 解：原式 lim x 2
(x 2)(x 1)

lim 1
x 1

1
3
。

  求極限 lim 
(x 1)100 1

x 2
。

 解：利用二項式定理，得

 　　lim 
(x 1)100 1

x 2
lim 

((x 2) 1)100 1
x 2

lim C0
100(x 2)100 C1

100(x 2)99
⋯ C 99

100(x 2) C 100
100 1

x 2

lim (C0
100(x 2)99 + C1

100(x 2)98 +⋯+ C 99
100)

C99
100 100。

隨堂練習解答

  1 lim x2 4

x2 3x 2
lim (x 2)(x 2)

(x 2)(x 1)
lim x 2

x 1
4。

 2  分母在 x 2的函數值為 0，但分子在 x 2的函數值為 9≠ 0，

  極限 lim 9

x2 x 2
不存在。理由如下：

   假設 lim 9

x2 x 2
存在，且 lim 9

x2 x 2
L。因為 lim (x2 x 2) 0， 

   所以 lim 9 lim ( 9

x2 x 2
(x2 x 2)) lim 9

x2 x 2
lim (x2 x 2) L 0 0，

  這與 lim 9 9矛盾。故 lim 9

x2 x 2
不存在。

1
x→2

x→2 x→2

2
x→2

x→2 x→2

x→2

x→2

1
x→2 x→2 x→2

x→2

x→2 x→2 x→2

x→2 x→2 x→2 x→2

x→2 x→2
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　　一般而言，當 f (x) 與 g(x) 為多項式函數時，函數
f (x)
g(x) 在 x a 的極限之求

法可分成以下三種情況。

1 若 g(a) 0，則 lim 
f (x)
g(x)

f (a)
g(a)

。

2 若 g(a) 0且 f (a) 0，則此極限不存在。理由如下：

 假設 lim 
f (x)
g(x)

存在，且 lim 
f (x)
g(x)

L。因為 lim g(x) g(a) 0，所以

 lim f (x) lim ( f (x)
g(x)

g(x)) lim 
f (x)
g(x)

lim g(x) L 0 0，

 這與 lim f (x) f (a) 0矛盾。故 lim 
f (x)
g(x)

不存在。

3  若 g(a) 0且 f (a) 0，則將分子與分母的共同因式 x a約去後，再依照以上

的原則繼續處理。

　　當兩個函數的極限不存在時，它們的和之極限是可能存在的，舉例如下。

求 lim ( x 2
x 3

3x 1

x2 4x 3 )。x→ 3

例題 10

x 3

x 3
  x 2

x 3
3x 1

x2 4x 3

x2 2x 3

x2 4x 3

(x 3)(x 1)
(x 3)(x 1)

x 1
x 1

lim ( x 2
x 3

3x 1

x2 4x 3 ) l im x 1
x 1

4
2

2

求 lim ( x 1
x 2

9

x2 x 2 )。

x→ a

x→ a x→ a x→ a

x→ a x→ a x→ a x→ a

x→ a x→ a

解

x→ 3 x→ 3

隨堂練習

x→ 2
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隨堂練習解答

  這兩個分式在 x 2的極限都不存在，將兩個分式合併成一個分式再考慮看看。當 x≠ 2時，得

 x 1
x 2

9
x2 x 2

x 1
x 2

9
(x 2)(x 1)

x2 2x 8
(x 2)(x 1)

(x 2)(x 4)
(x 2)(x 1)

x 4
x 1

。

 故 lim ( x 1
x 2

9
x2 x 2 ) lim x 4

x 1
2。

1

x→2 x→2

1

2
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　　由上述函數
f (x)
g(x)

在 x a極限求法三種情況中的2 ，可以得知：

若極限 lim 
f (x)
g(x)

存在，且 g(a) 0，則 f (a) 就必須為 0。

設 a為實數，且極限 lim x2 x a
x 2

存在。

1求 a的值。　　　　　2求此極限。

x→ 2

例題 11

1  x 2 x 2 0

x 2 0

  22 2 a 0

 a 2

2 x 2

  x2 x 2
x 2

(x 2)(x 1)
x 2

x 1

 l im x2 x 2
x 2

lim (x 1) 2 1 3

設 a為實數，且極限 lim x2 ax 3

x2 x 2
存在。

1求 a的值。　　　　　2求此極限。

x→ a

解

x→ 2 x→ 2

隨堂練習

x→ 1
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隨堂練習解答

  1  因為此分式在 x 1的極限存在，且其分母在

x 1的函數值為 0，所以其分子在 x 1的函

數值必須為 0，即

  1 a+3 0。

  解得 a 4。

1  2  當 x≠ 1時，將原分式化簡如下：

  x2 4x 3
x2 x 2

(x 1)(x 3)
(x 1)(x 2)

x 3
x 2

。

   故 lim x2 4x 3
x2 x 2

lim x 3
x 2

1 3
1 2

2
3
。

x→ 1 x→ 1

1 4

2 2
3

1
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　　再做一道含有兩個未知係數的例題。

已知 lim x2 ax b
x 1

7，求實數 a , b的值。
x→ 1

例題 12

x 1 x 1 0

x 1 0 x 1

  x2 ax b (x 1) (x k )

  l im x2 ax b
x 1

lim 
(x 1)(x k)

x 1
lim (x k ) 1 k

  1 k 7

k 6

(x 1) (x 6) x2 5x 6 a 5 , b 6

已知 lim x2 bx 2
(x 2)(x a)

3，求實數 a , b的值。

解

x→ 1 x→ 1 x→ 1

隨堂練習

x→ 2

函數與函數的極限
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1

1

a 3 , b 1

隨堂練習解答

  因為此分式在 x 2 的

極限存在，且其分母在

x 2的函數值為 0，

  所以其分子在 x 2的函

數值必須為 0，

 即 4+2b 2 0。

 解得 b 1。又

 lim x2 x 2
(x 2)(x a)

 lim (x 2)(x 1)
(x 2)(x a)

 lim x 1
x a

3
2 a

。

 因此，
3

2 a
3。

 解得 a 3。

補充例題

  已知

 lim x3 ax b
(x 2)2 c，

 求實數 a , b , c的值。

 解： 因為此分式在 x 2

的極限存在，且其分

母在 x 2的函數值

為 0，所以其分子在

x 2的函數值為 0。

    因 此，x3 + ax + b 可

被 (x 2)2 x2 4x +4

整除。利用長除法計

算如左。

   得 a+12 0

   且 b 16 0，解得

   a 12，b 16。

   而且

   c lim x3 12x 16
(x 2)2

     lim (x 2)2(x 4)
(x 2)2

     lim (x +4) 6。

1

x→2

x→2

x→2

1

x→2

x→2

x→2

x→2

x + 4

x2 4x +4 x3 + 0x2 + ax + b
x3 4x2 + 4x

4x2 + (a 4)x + b
4x2 16x + 16

(a+12)x + (b 16)
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　　有些函數極限無法以直接計算方式求得，我們可以藉由兩個函數來限制原函

數的範圍，並以雙邊逼近的方式求得極限。這需要借助函數的夾擠定理，將定理

敘述如下。

設函數 h (x ) , f (x ) , g (x ) 在某個包含 a的開區間

中除了 a以外之任意實數 x都有定義，且滿足

h (x ) f (x ) g (x )。若 

l im h (x ) l im g (x ) L，

則 l im f (x ) L。

x→ a x→ a

x→ a

函數的夾擠定理

　　接下來的例題，我們要借助函數的夾擠定理求極限 lim x sin
1
x
。進行例題之

前，先利用計算機，將 x 取 0 左、右兩邊附近的值，並實際計算出 x sin
1
x
的近

似值來觀察，列表如下：

x 0.01 0.001 0.0001 0 0.0001 0.001 0.01

x sin 1
x

0.00506 0.00083 0.00003 0.00003 0.00083 0.00506

觀察以上的數據，當 x的值從左、右兩邊靠近 0時，x sin
1
x
的值似乎會逐漸趨近

定值 0。那麼，要如何求 lim x sin
1
x
呢？說明如下。

x→ 0

x→ 0

與函數的極限
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已知 x 0，不等式 1 sin
1
x

1恆成立，求 lim x sin
1
x
。

x→ 0

例題 13

1 sin 1
x

1 x

1 x > 0

 x x sin 1
x

x

2 x < 0

 x x sin 1
x

x

1 2

|x | x sin
1
x

|x|

l im ( |x | ) 0 l im |x | 0

lim x sin 1
x

0

已知 x 0，不等式 1 sin
1
x

1恆成立，求 lim x2  sin
1
x
。

解

x→ 0 x→ 0

x→ 0

隨堂練習

x→ 0

函數與函數的極限
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隨堂練習解答

  將不等式 1 sin 1
x

1

乘以 x2
，得

 x2 x2 sin 1
x

x2
。

 因為

 lim ( x2) 0

 且 lim x2 0，

  所以由函數的夾擠定理，

 得 lim x2 sin 1
x

0。

1

x→0

x→0

x→0

補充例題

  求極限 lim (x2 cos 1
x )。

 解：

 當 x≠ 0時，恆有

  1 cos 1
x

1

 x2 x2 cos 1
x

x2
。

  因為 lim x2 0，

 且 lim ( x2) 0，

  所以根據函數的夾擠定

理，得

 lim (x2 cos 1
x ) 0。

1
x→0

x→0

x→0

x→0

0

1

1
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戊 連續函數

　　棒球選手打出全壘打時，球在空中飛行的路線是一條

「連續」的弧線。這「連續」與數學上的「連續」有相同

的含義。

　　直觀來看，若函數 f (x) 的圖形在定義域內的一點 a

接連不斷，則當 x趨近 a 時，f (x) 就必須趨近於其函數值

f (a)，如圖 8 所示。這個直觀的看法提供我們使用極限的

概念對連續函數定義如下。

設 a 為函數 f ( x ) 定義域內的一點，當滿足下列兩個條件時，稱函數 f ( x )

在 x a處連續。

1 l im f (x ) 存在。　　　　2 l im f (x ) f (a )。

又當函數 f (x ) 在定義域中的每一點都連續時，稱 f (x ) 為連續函數。

另外，當我們稱函數 f ( x ) 在區間 I 連續時，指的是：f ( x ) 對 I 的所有非

端點都連續；若 I有左端點 a，則 l im  f (x ) f (a )；若 I有右端點 b，則

l im  f (x ) f (b )。

x→ a x→ a

x→a

x→b

連續函數

　　直觀來說，函數 f (x) 在 x a 處連續的含義就是函數 y f (x) 的圖形在 x a

處沒有斷裂。例如，因為多項式函數 f (x) 對於任意實數 a均滿足

lim f (x) f (a)，

所以 f (x) 為連續函數。因此，

任一多項式函數都是連續函數，而且其圖形都是連續不斷的。

　　此外，我們學過的函數中，很多也是連續函數，例如指數函數 y ax
、對數

函數 y loga x、正弦函數 y sin x、餘弦函數 y cos x、絕對值函數 y |x|等。

▲圖 8

x→ a

與函數的極限
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教學要點

  介紹連續函數，再得出介

值定理（中間值定理）。

1

1
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　　進行例題之前，因為函數在 x a 的右極限是觀察 x 從右邊趨近 a 時函數值

的變化，所以我們有以下的性質：

「若函數 f與 g對所有 x > a都滿足 f (x) g(x)，則 lim   f (x) lim  g(x)。」

（此性質對左極限亦同），現在利用這個性質處理分段定義函數的連續性。

已知函數 f (x)
 x2 4x 6，當 x 1

         x a，當 x < 1
為連續函數，求實數 a的值。

例題 14

x > 1 x < 1 f ( x ) x 1

f (x ) l im f (x ) f (1)

l im f (x ) l im (x2 4x 6) 3

l im f (x ) l im (x a ) 1 a

f (1) 12 4 1 6 3

1 a 3 a 2

　　上例中，當 a 2 時，在 x 1 處左右兩段的函數圖形才能銜接起來（不斷

裂），如圖 9所示。

▲圖 9

x→a x→a

解

x→ 1

x→1 x→1

x→1 x→1

函數與函數的極限
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已知函數 f (x)
 x2 2x 3，當 x 0

    2x a，當 x < 0
在 x 0處連續，求實數 a的值。

隨堂練習

　　某日上午 8時的氣溫為 15 C，到下午 14時氣溫升高到 21 C。由於氣溫的

高低變化是連續的，於是在 8時到 14時這段期間內，至少會有一時刻的氣溫恰

好是 18 C。這個生活經驗有助於我們對介值定理（或稱中間值定理）的理解。

設 f ( x ) 是區間 [ a , b ] 上的連續函數，且 f ( a ) f ( b )。若實數 k 滿足

f ( a ) < k < f ( b ) 或 f ( b ) < k < f ( a )，則至少有一實數 c 滿足 a < c < b 且

f (c ) k。

介值定理

　　介值定理的意思是說：如果 f (x) 是區間 [a , b] 上的連續函數，k 是介於 f (a)

與 f (b) 之間的一個實數，那麼至少會有一個介於 a與 b之間的實數 c，使得它的

函數值 f (c) 等於 k。

　　這定理我們透過圖 10直觀上來理解即可（證明省略）。

　　　　　

▲圖 10

與函數的極限
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隨堂練習解答

  因為 f (x)在 x 0處連續，

 所以 lim f (x) f (0)。

 又由於

 f (0) 02 +0 +3 3，

 lim  f (x) lim  (x2 +2x +3)
3，

 lim  f (x) lim  ( 2x + a)

a，

 於是可得 a 3。

補充例題

  已知函數

 f (x)    
x2 4
x 2

，當 x≠ 2

a，當 x 2

 在 x 2處連續，

 求實數 a的值。

 解： 根據連續的定義，必

須滿足

 　　lim f (x) f (2)。因為

 　　lim f (x)

 　　 lim (x +2) 4，

 　　f (2) a，

 　　所以 a 4。

1

x→0

x→0+ x→0+

x→0 x→0

1

x→2

x→2

x→2

3

1

1
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　　練習使用介值定理。

已知 f (x) (x 49)2(x 51)2 2x，求證：至少有一實數 c，使得 f (c) 100。

例題 15

f (x ) f (x )

  f (49) 98 , f (51) 102

100 f (49) f (51) 49 51

c f (c ) 100

已知 f (x) x3 x2 x，求證：在 2與 3之間至少有一實數 c，使得

f (c) 10。

解

隨堂練習

函數與函數的極限
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隨堂練習解答

  因為 f (x)為多項式函數，

所以 f (x)是連續函數。又

因為

 f (2) 6 , f (3) 21，

  所以 10介於 f (2)與 f (3)

之間。由介值定理得知：

在 2與 3之間至少有一實

數 c，使得 f (c) 10。

補充例題

  在區間 [0 , r
2 ]內是否存

在一個實數 c滿足

 sin c 4
7
。

 解： 正弦函數 f (x) sin x

是連續函數。因為

 　　f (0) 0 , f ( r2 ) 1，

    所以 4
7
介於 f (0) 與

f ( r2 )之間。由介值
定理得知：在區間

[0 , r
2 ]內至少有一個

實數 c滿足

   f (c) sin c 4
7
。

1

1

1

1

見解析



習題2
觀念澄清

下列敘述對的打「○」，錯的打「×」。

 1  若 f (x ) x2 3x 4，則 l im f (x ) 8。

 2 極限 l im x2 1
x 1

不存在。

 3 若多項式函數 f (x ) 滿足 f (1) 3，則 l im f (x ) 3。

x→ 1

x→ 1

x→ 1

一、基礎題

求下列各函數的定義域與值域。

1 f (x ) s inx。

2 f (x ) x2 2x 4。

3 f (x )    9 x2
。

在某格鬥遊戲的電玩中，用格子數顯示

大魔王的能量。已知當大魔王充滿能量

時，螢幕的能量顯示為 5格，且大魔王

挨了 x拳後，能量顯示格數為

f (x ) [ 60
x 11 ]

格，其中符號 [  ] 為高斯符號，回答下列問題。

1  大魔王挨了 13拳後，能量顯示格數為幾格？

2  已知能量顯示格數為 3格，求大魔王最多挨了幾拳？

1

2

62

1○　2×　3○

1 定義域為 R，值域為 {y R 1 y 1}

2 定義域為 R，值域為 {y R y 3}

3 定義域為 {x R 3 x 3}，值域為 {y R 0 y 3}

1 2格

2 9拳
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習題解答

觀念澄清

1 ○：lim f (x) 12 +3 1 +4 8。

2 ×：lim x2 1
x 1

lim (x 1)(x 1)
x 1

lim (x +1) 2。

3 ○：因為多項式函數 f (x)為連續函數，所以 lim f (x) f (1) 3。

一、基礎題

1. 1 因為對所有實數 x，sin x都有意義，所以定義域為所有實數 R。

  又因為 1 sin x 1，所以值域為 {y R 1 y 1}。

 2 因為對所有實數 x，x2 + 2x +4都有意義，所以定義域為所有實數 R。

  又因為 x2 +2x +4 (x +1)2 +3 3，所以值域為 {y R y 3}。

 3 不等式 9 x2 0可化為 (x +3)(x 3) 0，解得 3 x 3。

  因此，定義域為 {x R 3 x 3}。

  又因為當 3 x 3時，0 9 x2 9，所以 0     9 x2 3，即值域為 {y R 0 y 3}。

2. 1 因為

 f (13) [ 60
13 11] [ 52 ] 2，

  所以大魔王挨了 13拳後，能量顯示為 2格。

 2 因為能量顯示格數為 3格，所以

  3 60
x 11

4。

  又因為 x +11是正數，所以 3(x +11) 60 4(x +11)，即

     
3x +33 60

60 4x +44
   

x 9

4 x
。

  因此 4 x 9。故大魔王最多挨了 9拳。

x→1

x→1 x→1 x→1

x→1
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3. 函數 f (x)的定義域為 R，g(x)的定義域為 {x R x 3}，它們的交集為 {x R x 3}。根據函數四則運算的定義，得

 1 (f g)(x)的定義域為 {x R x 3}，且

  (f g)(x) f (x) g(x) x +2     3 x。

 2 因為 x 3使 g(x) 0，所以 ( f
g )(x)的定義域為 {x R x 3}，且

  ( f
g )(x) f (x)

g(x)
x 2

    3 x
。

4. 1 (g f )(x) g( f (x)) g(2x +3) (2x +3)2 +1 4x2 +12x +10。

 2 (f g)(x) f (g(x)) f (x2 +1) 2(x2 +1) +3 2x2 +5。

5. 1 當 x趨近 1時，f (x)會趨近 1，因此 lim f (x) 1。

 2 當 x從左邊趨近 2時，f (x)會趨近 ，即 lim  f (x)不存在。

  因此 lim f (x)不存在。

 3 因為 lim  f (x) 1 , lim  f (x) 1，所以 lim  f (x) lim  f (x) 1。

  因此 lim f (x) 1。

 4 因為 lim  f (x) 2 , lim  f (x) 1，所以 lim  f (x)≠ lim  f (x)。

  因此 lim  f (x)不存在。

 故選1。

x→1

x→2

x→2

x→3 x→3+ x→3 x→3+

x→3

x→4 x→4+ x→4 x→4+

x→4



已知函數 f (x ) x 2與 g (x )    3 x，求下列各函數及其定義域。

1 ( f g ) (x )。

2 ( f
g ) (x )。 

已知函數 f (x ) 2x 3與 g (x ) x2 1，求下列各合成函數。

1 (g f ) (x )。　　　　2 ( f g ) (x )。

已知函數 y f (x ) 的圖形如下：

 

選出所有正確的選項。

1 l im f (x ) 1

2 l im f (x ) 0

3 l im f (x ) 2

4 l im f (x ) 2。 

3

4

5

x→ 1

x→ 2

x→ 3

x→ 4

63

1 4x2 +12x +10

2 2x2 +5

1

1 (f g)(x) x +2     3 x，
 定義域為 {x R x 3}

2 ( f
g )(x)

x 2

    3 x
，

 定義域為 {x R x 3}



求下列各極限。

1 l im (x2 x 3)。

2 l im x2 4

x2 2x 4
。

3 l im ( 2x 1
x 1

3x 1

x2 1 )。

求下列各極限。

1 l im 
x2 5x 6

x2 8x 15
。　

2 l im 
x 1

x2 x 6
。

3 l im ( x 4
x 3

2

x2 4x 3 )。
4 l im ( 1

x 1
5x 2

x3 1 )。 

6

x→ 1

x→ 0

x→ 3

7

x→ 3

x→ 2

x→ 3

x→ 1

64

1 1
2

2 不存在

3 1
2

4 2
3

1 1

2 1

3 0
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6. 1 lim (x2 + x 3) 12 +1 3 1。

 2 lim x2 4
x2 2x 4

02 4
02 2×0 4

1。

 3 因為 lim 2x 1
x 1

5
4
且 lim 3x 1

x2 1
10
8

5
4
，所以

  　　lim ( 2x 1
x 1

3x 1
x2 1 ) 5

4
5
4

0。

7. 1 lim x2 5x 6
x2 8x 15

lim (x 3)(x 2)
(x 3)(x 5)

lim x 2
x 5

1
2
。

 2 因為分母在 x 2的函數值為 0，而分子在 x 2的函數值不為 0，

  所以 lim x 1
x2 x 6

不存在。

 3 當 x≠ 3時，因為 x 4
x 3

+ 2
x2 4x 3

x2 5x 6
(x 1)(x 3)

(x 2)(x 3)
(x 1)(x 3)

x 2
x 1

，

  所以

  　　　lim ( x 4
x 3

+ 2
x2 4x 3 ) lim x 2

x 1
1
2
。

 4 當 x≠ 1時，因為

 1
x 1

5x 2
x3 1

x2 4x 3
(x 1)(x2 x 1)

(x 1)(x 3)
(x 1)(x2 x 1)

x 3
x2 x 1

，

  所以

lim ( 1
x 1

5x 2
x3 1 ) lim x 3

x2 x 1
2
3
。

x→1

x→0

x→3 x→3

x→3

x→3 x→3 x→3

x→2

x→3 x→3

x→1 x→1
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8. 1 因為極限存在，且分母在 x 2的函數值為 0，所以分子在 x 2的函數值必須為 0。因此

  ( 2)2 + ( 2)+ a 0，

  解得 a 2。

 2 極限 lim  x2 x 2
x 2

lim  
(x 2)(x 1)

x 2
lim  (x 1) 3。

9. 因為 f (x)在 x 1處連續，所以 lim f (x) f (1)。又由於

 　　f (1) 12 +5 6，

 　　lim  f (x) lim  (x2 +5) 6，

 　　lim  f (x) lim  (ax 2) a 2，

 於是可得 a 2 6，解得 a 8。

10. 因為 f (x)為多項式函數，所以 f (x)是連續函數。又因為

  f (3) 30 , f (4) 68，

 所以 64介於 f (3)與 f (4)之間。由介值定理得知：在 3與 4之間至少有一實數 c，使得 f (c) 64。

x→ 2 x→ 2 x→ 2

x→1

x→1+ x→1+

x→1 x→1



設 a為實數，且極限 l im 
x2 x a

x 2
存在。

1 求 a的值。

2 求此極限。

已知函數 f (x )
 x2 5 ，當 x 1

 ax 2 ，當 x < 1
在 x 1處連續，求實數 a的值。

已知 f (x ) x3 x，求證：在 3與 4之間至少有一實數 c，使得 f (c ) 64。

8
x→ 2

9

10

65

見解析

1 2

2 3

8



二、進階題

已知多項式 f (x ) 滿足 l im f (x ) 5，選出所有正確的選項。

1 l im ( f (x ) x 1
x ) 5

2 l im f (x)
2

5

3 f (1) 5

4 l im 
f (x)
x 1

5

5 l im (xf (x ) ) 5。

已知 l im x2 4

x2 ax b
4，求實數 a , b的值。

11
x→ 1

x→ 1

x→ 1

x→ 1

x→ 1

12
x→ 2

66
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二、進階題

11. 1 因為 lim f (x) 5，且 lim x 1
x

0
1

0，所以

  lim (f (x)+ x 1
x ) 5 +0 5。

 2 lim 
f (x)

2
1
2

lim f (x) 1
2

5 5
2
。

 3 因為多項式函數 f (x)為連續函數，所以 f (1) lim f (x) 5。

 4 因為分子在 x 1的函數值 f (1) 5≠ 0，而分母在 x 1的函數值為 0，所以極限 lim 
f (x)
x 1

不存在。

 5 因為 lim x 1，且 lim f (x) 5，所以 lim (x f (x)) 1 5 5。

 故選135。

12.  因為極限存在，且分子在 x 2的函數值為 0，所以分母在 x 2的函數值必須為 0，由因式定理得知，分母有 x 2的

因式。令分母

 x2 + ax + b (x 2)(x k)，

 則

 lim x2 4
x2 ax b

lim (x 2)(x 2)
(x 2)(x k)

lim x 2
x k

4
2 k

。

 因此，

 4
2 k

4，

 解得 k 1。

 再由 (x 2)(x 1) x2 3x +2，得 a 3 , b 2。

x→1 x→1

x→1

x→1 x→1

x→1

x→1

x→1 x→1 x→1

x→2 x→2 x→2
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13. 因為
f (x)
x 1

在 x 1的極限存在，且分母在 x 1的函數值為 0，

 所以其分子在 x 1的函數值必須為 0，即 f (1) 0。

 同理，得 f (2) 0。

 由因式定理得知，三次多項式 f (x)有 x 1與 x 2的因式。因此，可設

 f (x) (x 1)(x 2)(ax + b)。

 因為 lim 
f (x)
x 1

1且 lim 
f (x)
x 2

2，所以

   
(1 2)(a + b) 1

(2 1)(2a + b) 2
   

a + b 1

2a + b 2
。

 解得 a 3 , b 4，故 f (x) (x 1)(x 2)(3x 4)。

14. 1 lim 
x x
x 2

lim x x
x 2

lim 0
x 2

0。

 2 lim x2 x 2
x 1

lim x2 x 2
x 1

lim 
(x 1)(x 2)

(x 1)
lim ( (x 2)) 3。

x→1 x→2

x→2 x→2 x→2

x→ 1 x→ 1 x→ 1 x→ 1



已知三次多項式 f (x ) 滿足 l im 
f (x)
x 1

1 , l im 
f (x)
x 2

2，求 f (x )。

求下列各極限。

1 l im 
|x| x
|x| 2

。

2 l im x2 x 2
|x| 1

。

13
x→ 1 x→ 2

14

x→ 2

x→ 1

67

(x 1)(x 2)(3x 4)

1 0

2 3
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補充教材

 函數極限的運算性質（補充函數的極限）
　　函數極限的運算性質對於求函數的極限有很大的幫助，教學時可視需要作以下的補充說明：

函數極限的運算性質

設函數 f (x)與 g(x)在 x a的極限分別為 L與 M，即 lim f (x) L , lim g(x) M，c為一常數。我們有以下的性質：

1 lim ( f (x)+ g(x)) L+M。

2 lim ( f (x) g(x)) L M。

3 lim (cf (x)) cL。

4 lim ( f (x) g(x)) LM。

5 若 M≠ 0，則 lim 
f (x)
g(x)

L
M
。

極限 lim f (x) L的意義也可說是：

當 x趨近 a時，f (x) L會趨近 0。

同理，lim g(x) M表示：當 x趨近 a時，g(x) M會趨近 0。

我們利用函數極限的這個意義，對這些運算性質說明如下：

1 將 ( f (x)+ g(x)) (L+M)化成
 ( f (x)+ g(x)) (L+M) ( f (x) L) + ( g(x) M )。
 因為當 x趨近 a時，f (x) L與 g(x) M都趨近 0，所以其和 ( f (x) L) + ( g(x) M )也會趨近 0，

 即 ( f (x)+ g(x)) (L+M)趨近 0。故

 lim ( f (x) + g(x)) L+M。

(2) 由

 ( f (x) g(x)) (L M) ( f (x) L) ( g(x) M)
 知，當 x趨近 a時，f (x) L與 g(x) M都趨近 0，所以

 ( f (x) g(x)) (L M)也會趨近 0。故

lim ( f (x) g(x)) L M。

(3) 將 cf (x) cL的常數 c提出，得

cf (x) cL c ( f (x) L)。
 因為當 x趨近 a時，f (x) L趨近 0，所以 c ( f (x) L)也會趨近 0。故

lim (cf (x)) cL。

(4) 將 f (x)g(x) LM化成

f (x)g(x) LM f (x)( g(x) M ) + M( f (x) L)。
 因為當 x趨近 a時，f (x)會趨近 L，f (x) L與 g(x) M會趨近 0，

 所以 f (x)( g(x) M)與 M( f (x) L)都會趨近 0，其和也會趨近 0。故

 lim ( f (x) g(x)) LM。

(5) 將
f (x)
g(x)

L
M
化成

f (x)
g(x)

L
M

( f (x) L)M ( g(x) M)L
g(x)M

。

x→a x→a

x→a

x→a

x→a

x→a

x→a

x→a

x→a

x→a

x→a

x→a

x→a
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 因為當 x趨近 a時，f (x) L與 g(x) M趨近 0，g(x)會趨近 M，

 所以 g(x)M趨近 M2 , ( f (x) L)M ( g(x) M )L趨近 0。故

 lim 
f (x)
g(x)

L
M
。

 函數的極限有唯一性（補充函數的極限）
證明：設函數 f (x)在 x a處的極限為 L與 L'，即

lim f (x) L , lim f (x) L'。

　　　假設 L≠ L'，則 L L' 0。令 f 1
2

L L' ，則由極限的定義知，

　　　必存在 d1 0 , d2 0使得

0 x a d1 f (x) L f

2
，

0 x a d2 f (x) L' f

2
。

　　　令 d min {d1 , d2}，則
　　　0 x a d f (x) L + f (x) L' f

2
+ f

2
f，

　　　但若定義域中的 x滿足 0 x a d，則

　　　 L L' ( f (x) L) ( f (x) L' ) f (x) L + f (x) L' f
1
2

L L' 。

　　　矛盾！因此，原假設錯誤，故 L L'，即函數的極限有唯一性。

x→a

x→a x→a
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