
離散型隨機變數1

一	教材摘要

　　面對生活中不可預知結果的隨機現象，人們常想粗略知道其數量表現，如降雨

的機率、股市的漲跌、樂透中獎的機率、疾病的傳染力等。本單元在機率的基礎

上，先介紹與隨機現象有關的隨機變數，再延伸至隨機變數的期望值、變異數與標

準差。

二	教學目標與時數

教學目標 建議授課時數

1 了解隨機的意義，進而學習離散型隨機變數的意義。

2 能舉出生活中隨機變數的例子。

3 學習隨機變數的取值與機率分布。

4 了解隨機變數的期望值，並知道 10 年級所提的期望值與

這裡透過隨機變數的定義一致。

5 了解隨機變數的變異數及標準差。
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三	教材地位分析

已學習教材 本單元教材 未學習教材

離散型隨機變數

離散型隨機變數

的機率分布

離散型隨機變數的

期望值、變異數與

標準差

平均數與標準差

古典機率

排列組合

二項分布的 
期望值、變異數 
與標準差

二項分布

01-龍騰-七-(62010-A2)E版-選修數學乙下冊 教師用書-CH1-(P2-23)-WW-2校.indd   5 2023/9/9   下午 07:05:31



2

離散型隨機變數

3

1離散型隨機變數

 

 

 

  

試 驗 結 果

0

1

2

(反 ,反 )
(反 ,正 )
(正 ,反 )
(正 ,正 )

對 應 正 面 次 數

像這樣將隨機試驗所有可能發生的結果（即樣本空間）對應到實數值的函數關係

稱為隨機變數，通常以 X 表示。令 X 表示丟一枚硬幣兩次正面出現的次數，那

麼 X的值可為 0 , 1 , 2，此時

「X = 0」表示「正面出現 0次的事件」﹔

「X = 1」表示「正面出現 1次的事件」﹔

「X = 2」表示「正面出現 2次的事件」。

即符號「X = x」表示「隨機變數 X取值為 x的所有樣本點所成的事件」。

　　來練習寫出隨機變數 X所有可能的取值。

寫出下列隨機變數 X所有可能的取值。

1 對同一籃框連續投籃 5次，並令隨機變數 X表示投進的次數。

2  從大小相同、編號 1 , 2 , 3 , 4 各一張的卡片中任取 2 張，並令隨機變

數 X表示被取出的卡片編號之和。

例題 1

1 用「○」表示進球，「×」表示沒進球，則樣本空間為

   S = {5× , 4×1 ○ , 3×2 ○ , 2×3 ○ , 1×4 ○ , 5 ○ }。

 由樣本空間可知：投進的次數 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5。

解

2

離散型隨機變數

 

 

 

  

甲 離散型隨機變數

　　當一項試驗可在相同的條件下重複進行，每次試驗的可能結果不只一種，且

試驗前無法確定哪一種結果會出現時，稱此試驗為隨機試驗。例如下列三項試

驗都是不只一種結果的隨機試驗。

1 擲一粒骰子，可能出現 1 , 2 , 3 , 4 , 5或 6點，共有 6種結果。

2  丟一枚硬幣兩次，可能是 (正 , 正)、(正 , 反)、(反 , 正) 或 (反 , 反)，共有 4

種結果。

3 從只裝有紅球與白球的袋中取一球，可能是紅球或白球，共有 2種結果。

　　隨機試驗的結果有很多樣式，有些是數值，有些是文字或符號等。為了方便

研究，通常會依感興趣的內容，將試驗的結果對應到一些特定的實數值。例如丟

一枚硬幣兩次，若感興趣的是正面出現的次數，則會將試驗結果與正面出現的次

數對應如下。

　　過年期間，許多店家都會有各種發紅包的活動。

某年貨大街的一間商店辦理丟硬幣送紅包的活動，雖

然我們無法預知丟硬幣會出現哪一面，但是透過機率

的計算，我們心中可以期待參加活動能得到多少錢。

　　像丟硬幣這種無法預知明確結果的現象，我們稱

為隨機現象。本單元我們將在機率的基礎上，學習與
隨機現象有關的隨機變數、期望值、變異數與標準差。 ▲圖 1

離散型隨機變數1

1

1

2

教學要點

 了解隨機的意義，學習離

散型隨機變數的意義，進

而理解隨機變數的取值與

機率分布。

1

教學小提醒

 108 課綱刪除連續型隨機

變數（例如常態分布）的

內容，僅聚焦在離散型隨

機變數。

 日常生活中還有許多隨機

試驗的例子，例如猜拳、

民調、⋯⋯。此處可讓學

生分組討論並發表答案。

1

2

2
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離散型隨機變數1

教學小提醒

 此處可多舉一些例子讓學

生體會 X 的取值。
11

補充例題

 從 1 到 10 的十個正整數

中任取一數，令隨機變數

X 表示所取之數的正因

數個數，寫出 X 所有可

能的取值。

 解： X 為所取之數的正

因數個數， X 所有

可能的取值為 1 , 2 , 

3 , 4，共 4 種。 

1
1

3
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2 X 表示被取出的卡片編號之和，X 所有可能的取值情形如下表。

所取卡片的編號 X 的取值

1 號和 2 號

1 號和 3 號

1 號和 4 號

2 號和 3 號

2 號和 4 號

3 號和 4 號

X = 3

X = 4

X = 5

X = 5

X = 6

X = 7

 故 X 所有可能的取值為 3 , 4 , 5 , 6 , 7。

寫出下列隨機變數 X所有可能的取值。

1 對同一個靶面連續射擊 4發，隨機變數 X表示命中靶面的次數。

2  從裝有 5顆白球及 3顆紅球的袋中任取出 4顆球，隨機變數 X表示被

取出的紅球數。

隨堂練習

5

1離散型隨機變數

　　練習寫出隨機變數 X的取值並描述 X = x所表示的事件。

袋中裝有大小相同的紅球 2 顆、白球 4 顆。從袋中任取 2 顆球，並令隨

機變數 X表示取得紅球的顆數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 描述 X = 0所表示的事件。

例題 2

樣本空間為

   S = { 兩顆白球 , 一紅一白 , 兩顆紅球 }。

1 由樣本空間可知：取得紅球的顆數 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2。

2 X = 0 所表示的事件為取到 0 顆紅球的事件，即 { 兩顆白球 }。

從 52張撲克牌中隨機抽出 5張牌。令隨機變數 X表示抽到點數「K」的

張數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 描述 X = 1所表示的事件。

解

隨堂練習

隨堂練習解答

 1 X 表示命中靶面的次數， X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2 , 3 , 4（次）。

 2 X 表示被取出的紅球數， X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2 , 3（顆）。
1

1

1 0 , 1 , 2 , 3 , 4

2 0 , 1 , 2 , 3

4
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例題 2

樣本空間為

   S = { 兩顆白球 , 一紅一白 , 兩顆紅球 }。

1 由樣本空間可知：取得紅球的顆數 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2。

2 X = 0 所表示的事件為取到 0 顆紅球的事件，即 { 兩顆白球 }。

從 52張撲克牌中隨機抽出 5張牌。令隨機變數 X表示抽到點數「K」的

張數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 描述 X = 1所表示的事件。

解

隨堂練習

隨堂練習解答

 設 K 表示抽到點數「K」，而×表示抽到其他點數，則樣本空間為

 S = × × × × ×{ }0 5 1 2 3 4K K K K K, , , ,4 3 2 1 。

 1 由樣本空間可知：抽到點數「K」的張數 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2 , 3 , 4。

 2 X =1所表示的事件為取到 1 張點數「K」的事件，即 {1 張 K 及 4 張非 K 的牌}。

1

1

1 0 , 1 , 2 , 3 , 4

2 {1 張 K 及 4 張非 K 的牌}

5
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　　對於隨機變數 X，我們可以計算事件 X = x 發生的機率，並以符號 P(X = x)

表示此機率。以下面的例子來說明。

丟一枚均勻硬幣 3次，並令隨機變數 X表示正面出現的次數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 求機率 P(X = 1) 及 P(X = 3 ) 的值。

例題 3

用「 +」表示出現正面，「 -」表示出現反面，則樣本空間

   S = {( + , + , + ) , ( + , + , - ) , ( + , - , + ) , ( - , + , + ) ,

                  ( + , - , - ) , ( - , + , - ) , ( - , - , + ) , ( - , - , - )}，

其中序對裡面的位置，代表依次出現的結果。

1  由樣本空間可知：正面出現的次數 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2 , 3。

2 1 因為 X = 1 表示正面出現 1 次的事件，即

{( + , - , - ) , ( - , + , - ) , ( - , - , + )}，

 所以其機率 P(X = 1) = 3
8
。

2 因為 X = 3 表示正面出現 3 次的事件，即

 {( + , + , + )}，

 所以其機率 P(X = 3) = 1
8
。

丟一枚均勻硬幣 4次，並令隨機變數 X表示正面出現的次數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 求機率 P(X = 2) 與 P(X = 3) 的值。

解

隨堂練習1

1

教學小提醒

 此處可多舉一些例子讓學

生體會 X 之取值所對應

的機率。

1

6

1 0 , 1 , 2 , 3 , 4

2 P X = =2 3
8

( ) ；P X = =3 1
4

( )
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8
。
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 所以其機率 P(X = 3) = 1
8
。

丟一枚均勻硬幣 4次，並令隨機變數 X表示正面出現的次數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 求機率 P(X = 2) 與 P(X = 3) 的值。

解

隨堂練習

6-1

隨堂練習解答

 用「+」表示出現正面，「−」表示出現反面，則樣本空間為

 S = + + + +( ) + + + −( ) + + − +( ){ + − + +( ) − + + +( ) + + −, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,, ,−( )

   − − + +( ) + − + −( ) − + − +( ) − + + −( ) + − − +( ) + − − −(, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , )),

   − + − −( ) − − + −( ) − − − +( ) − − − −( )}, , , , , , , , , , , , , , , ，

 其中序對裡面的位置，代表依次出現的結果。

 1 由樣本空間可知：正面出現的次數 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2 , 3 , 4。

 2 1 因為 X = 2表示正面出現 2 次的事件，即

   + + − −( ) − − + +( ) + − + −( ) − + − +( ) − + + −( ) + − − +(, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , )){ }，

   所以其機率 P X =( ) = =2 6
16

3
8
。

  2 因為 X = 3表示正面出現 3 次的事件，即

   + + + −( ) + + − +( ) + − + +( ) − + + +( ){ }, , , , , , , , , , , , , , , ，

   所以其機率 P X =( ) = =3 4
16

1
4
。

1
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1離散型隨機變數

　　在例題 3 中，我們有 P(X = 1) = 3
8
與 P(X = 3) = 1

8
，表示將 X 的取值 1、3

分別對應到機率
3
8
、

1
8
；這種將隨機變數 X 所有可能的取值 x 對應到其機率的

函數關係稱為隨機變數 X的機率質量函數，習慣上可以列表如下，並稱此表為

機率分布表。

x 0 1 2 3

P (X = x ) 1
8

3
8

3
8

1
8

　　一般而言，若隨機變數 X所有可能的取值為 x1 , x2 ,⋯ , xn，且 P(X = xi) = pi ,  

i = 1 , 2 ,⋯ , n，則可以列出隨機變數 X的機率分布表如下。

x x1 x2 … xn

P (X = x ) p1 p2 … pn

由機率的性質知，機率 pi = P(X = xi) 具有下面兩個性質。

1 0 ≤ pi ≤ 1 , i = 1 , 2 ,⋯ , n。

2 p1+ p2+⋯ + pn = 1。

　　在上述的情況中，隨機變數 X 的取值為有限個，事實上，隨機變數 X 也

有無限多個取值的情況，例如連續擲一粒骰子，擲到 6 點才停止，並令隨機變

數 X 表示第一次擲到 6 點所需的次數，此時隨機變數 X 所有可能的取值就是

1 , 2 , 3 ,⋯ , n ,⋯，有無限多個。若隨機變數 X 的取值為 x1 , x2 ,⋯ , xn ,⋯，且其

對應的機率為 p1 , p2 ,⋯ , pn ,⋯，則這些機率具有下面兩個性質。

1  0 ≤ pi ≤ 1 , i = 1 , 2 ,⋯ , n ,⋯。

2  p1+ p2+⋯ + pn+⋯ = 1。

本書僅探討隨機變數為有限多個取值的例子，而隨機變數為無限多個取值的例

子，留待大學會有更多的探討。
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數學知識家

 有關機率質量函數請見補

充教材。

11

7
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離散型隨機變數

　　練習一道求機率分布表的例題。

有一粒公正的特製骰子，其六個面分別為 2 , 2 , 4 , 4 , 4 , 6 點。今投擲此

骰子一次，並令隨機變數 X表示出現的點數。

1 寫出隨機變數 X的機率分布表。

2 求機率 P(X ≤ 4) 的值。

例題 4

1  因為隨機變數 X 的所有可能取值為 2 , 4 , 6，其所對應的面數分別為

2 , 3 , 1 面，所以各取值發生的機率分別為
2
6

, 3
6

, 1
6
。故 X 的機率分

布表如下。

點數 x 2 4 6

P (X = x ) 2
6

3
6

1
6

2 P(X ≤ 4) = P(X = 2) +P(X = 4) = 2
6
+

3
6

=
5
6
。

甲、乙兩人各從 1 , 2 與 3 三個數字中任選一個數字，可重複選取。已知

每個數字被選到的機會均等，並令隨機變數 X 表示甲、乙所選數字的差

之絕對值。

1 寫出隨機變數 X的機率分布表。

2 求機率 P(X ≥ 1) 的值。

解

隨堂練習1

1                        

                         
2 

2
3

 

x 0 1 2

P X x=( )

1
3

4
9

2
9

8
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每個數字被選到的機會均等，並令隨機變數 X表示甲、乙所選數字的差

之絕對值。

1 寫出隨機變數 X的機率分布表。

2 求機率 P(X ≥ 1) 的值。

解

隨堂練習

8-1

隨堂練習解答

 1 1 X = 0表示甲、乙所選數字的差之絕對值為 0 的事件，即甲、乙選到的數字為 1 1 2 2 3 3, , , , ,( ) ( ) ( ){ }，

   其機率

P X =( ) = =0 3
3 3

1
3×

。

  2  X =1表示甲、乙所選數字的差之絕對值為 1 的事件，即甲、乙選到的數字為 1 2 2 1 2 3 3 2, , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ){ }，

   其機率

P X =( ) = =1 4
3 3

4
9×

。

  3 X = 2表示甲、乙所選數字的差之絕對值為 2 的事件，即甲、乙選到的數字為 1 3 3 1, , ,( ) ( ){ }，

   其機率

P X =( ) = =2 2
3 3

2
9×

。

  綜合123，可得隨機變數 X 的機率分布表如下。

x 0 1 2

P X x=( )
1
3

4
9

2
9

 2 P X P X P X≥( ) = =( ) + =( )1 1 2 = + =
4
9

2
9

2
3
。

1
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1離散型隨機變數

　　再做一道求機率分布的例題。

袋中有大小相同的白球 2 顆、紅球 2 顆，每次從袋中任取一球，取後不

放回，直到取到紅球才停止，稱此為一輪操作。已知每顆球在同一輪操

作中被取到的機會均等，並令隨機變數 X表示一輪操作中所取出的總球

數。

1 寫出隨機變數 X的機率分布表。

2 求機率 P(X ≤ 2) 的值。

例題 5

1 1 X = 1 表示共取出 1 球的事件，即取球顏色為紅，其機率為

   P(X = 1) = 2
4

= 1
2
。

 2 X = 2 表示共取出 2 球的事件，即取球顏色依序為白紅，其機率為

   P(X = 2) = 2
4
×

2
3

= 1
3
。

 3 X = 3 表示共取出 3 球的事件，即取球顏色依序為白白紅，其機率為

   P(X = 3) = 2
4
×

1
3
×

2
2

= 1
6
。

  由於白球只有兩顆，因此至多取到第 3 球必可取到紅球，即 X ≤ 3。

綜合以上，可得隨機變數 X 的機率分布表如下。

取出的球數 x 1 2 3

P (X = x ) 1
2

1
3

1
6

2 P(X ≤ 2) = P(X = 1) +P(X = 2) = 1
2
+

1
3

=
5
6
。

解
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解

9
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離散型隨機變數

盒中裝有大小相同的白光燈泡 4 顆、橘光燈泡 2 顆。今從盒中任取 2 顆

燈泡，已知每個燈泡被取到的機會均等，並令隨機變數 X表示取出橘光

燈泡的個數。

1 寫出隨機變數 X的機率分布表。

2 求機率 P(X < 2) 的值。

隨堂練習

　　在上述的例題與隨堂練習中，隨機變數 X 所有可能的取值可以一一列出，

像這樣的隨機變數稱為離散型隨機變數。

乙 隨機變數的期望值、變異數與標準差

　　對於隨機變數 X，常利用一些數值來代表該隨機變數 X的某些特性，最常用

的有「期望值」、「變異數」與「標準差」，此處用來定義期望值的精神與內涵

與第二冊所學過的數學期望值是一致的。

（一）期望值

　　在第二冊中我們學過：當一試驗有 m1 , m2 ,⋯ , mn等 n種結果，且每一種結

果發生的機率分別為 p1 , p2 ,⋯ , pn時，此試驗的期望值

E = m1 p1+m2 p2+⋯ +mn pn =
n

i = 1
mi pi。

同樣地，當隨機變數 X 的取值為有限個時，X 的期望值就是將其所有可能的

取值 x1 , x2 ,⋯ , xn，分別乘上相對應發生的機率之總和。又因為 p1+ p2+⋯ + pn 

= 1，所以 X的期望值可視為將 X每一個取值以其發生的機率作為相對應的權數

進行加權平均的概念。

教學要點

 了解隨機變數的期望值、

變異數及標準差，並知道 

10 年級所提的期望值與

這裡透過隨機變數的定義

一致。

1 1

教學小提醒

 可多利用生活中的實例來

練習期望值，例如保險、

抽獎等。

1

1

1

1                        

                         
2 
14
15

 

個數 x 0 1 2

P X x=( )

2
5

8
15

1
15

10
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果發生的機率分別為 p1 , p2 ,⋯ , pn時，此試驗的期望值

E = m1 p1+m2 p2+⋯ +mn pn =
n

i = 1
mi pi。

同樣地，當隨機變數 X 的取值為有限個時，X 的期望值就是將其所有可能的

取值 x1 , x2 ,⋯ , xn，分別乘上相對應發生的機率之總和。又因為 p1+ p2+⋯ + pn 

= 1，所以 X的期望值可視為將 X每一個取值以其發生的機率作為相對應的權數

進行加權平均的概念。

隨堂練習解答

 1 1 X = 0表示取出 0 顆橘光燈泡的事件，即取出 2 顆白光燈泡，其機率

P X C
C

=( ) = = =0 6
15

2
5

2
4

2
6 。

  2 X =1表示取出 1 顆橘光燈泡的事件，即取出 1 顆白光燈泡與 1 顆橘光燈泡，其機率

P X C C
C

=( ) =
×

=1 8
15

1
4

1
2

2
6 。

  3 X = 2表示取出 2 顆橘光燈泡的事件，其機率

P X C
C

=( ) = =2 1
15

2
2

2
6 。

  綜合123，可得隨機變數 X 的機率分布表如下。

個數 x 0 1 2

P X x=( )
2
5

8
15

1
15

 2 P X P X P X<( ) = =( ) + =( )2 0 1 = + =
2
5

8
15

14
15
。

1

10-1
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1離散型隨機變數

設隨機變數 X的機率分布表如右。

定義隨機變數 X的期望值為

E(X ) = x1 p1+ x2 p2+… + xn pn =
n

i = 1
xi pi。

x x1 x2 ⋯ xn

P (X = x ) p1 p2 ⋯ pn

期望值

　　練習求隨機變數 X的期望值。

已知 4 個紅包袋分別裝有 100 元、200 元、200 元、300 元，從中任取 2

個紅包袋，且每個紅包袋被取到的機會均等，並令隨機變數 X表示取出

兩個紅包袋的總金額，求 X的期望值。

例題 6

因為任意抽取兩個紅包袋的組合有「100 元與 200 元」、「100 元與 300

元」、「200 元與 200 元」、「200 元與 300 元」，所以總金額 X 所有

可能的取值共有 300 元、400 元、500 元三種，且其機率分布表如下。

總金額 x 300 400 500

P (X = x )
C1

1C1
2

C2
4

= 1
3

C1
1C1

1+C2
2

C2
4

= 1
3

C1
1C1

2

C2
4

= 1
3

故期望值

  E(X) = 300× 1
3
+ 400× 1

3
+ 500× 1

3
= 400（元）。

盒中有 8 顆巧克力，其中 3 顆的內餡為杏仁，自盒中任取 2 顆，且每顆

巧克力被取到的機會均等，並令隨機變數 X表示取到杏仁內餡巧克力的

顆數，求 X的期望值。

解

隨堂練習

11-1

隨堂練習解答

 因為 X 表示取到杏仁內餡巧克力的顆數，所以 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2（顆），其機率分布表如下。

顆數 x 0 1 2

P X x=( )
C C

C
0
3

2
5

2
8

5
14

×
=

C C
C
1
3

1
5

2
8

15
28

×
=

C C
C
2
3

0
5

2
8

3
28

×
=

 故期望值

E X( ) = × + × + × =0 5
14

1 15
28

2 3
28

3
4
（顆）。

1
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設隨機變數 X的機率分布表如右。

定義隨機變數 X的期望值為

E(X ) = x1 p1+ x2 p2+… + xn pn =
n

i = 1
xi pi。

x x1 x2 ⋯ xn

P (X = x ) p1 p2 ⋯ pn

期望值

　　練習求隨機變數 X的期望值。

已知 4 個紅包袋分別裝有 100 元、200 元、200 元、300 元，從中任取 2

個紅包袋，且每個紅包袋被取到的機會均等，並令隨機變數 X 表示取出

兩個紅包袋的總金額，求 X的期望值。

例題 6

因為任意抽取兩個紅包袋的組合有「100 元與 200 元」、「100 元與 300

元」、「200 元與 200 元」、「200 元與 300 元」，所以總金額 X 所有

可能的取值共有 300 元、400 元、500 元三種，且其機率分布表如下。

總金額 x 300 400 500

P (X = x )
C1

1C1
2

C2
4

= 1
3

C1
1C1

1+C2
2

C2
4

= 1
3

C1
1C1

2

C2
4

= 1
3

故期望值

  E(X) = 300× 1
3
+ 400× 1

3
+ 500× 1

3
= 400（元）。

盒中有 8 顆巧克力，其中 3 顆的內餡為杏仁，自盒中任取 2 顆，且每顆

巧克力被取到的機會均等，並令隨機變數 X表示取到杏仁內餡巧克力的

顆數，求 X的期望值。

解

隨堂練習

教學小提醒

 提醒學生期望值有單位。11

補充例題

 一位講者進行一場 60分

鐘的講座，全場的聽眾中

有 20% 全程聽完，有

10% 的聽眾全程睡著，

其餘聽眾中有一半只聽了

 1
3
，另一半只聽了

2
3
。

 試問每名聽眾聽講座時間

的期望值是幾分鐘？

 解：期望值

   E = × +60 20
100

0

    × + ×
10
100

20 35
100

    + ×40 35
100

   = 33（分鐘）。 

1

1

1

11

3
4
（顆）

01-龍騰-七-(62010-A2)E版-選修數學乙下冊 教師用書-CH1-(P2-23)-WW-2校.indd   11 2023/9/9   下午 07:05:47



12

離散型隨機變數

13
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（二）變異數與標準差

　　在第二冊中曾介紹過一組數據的變異數與標準差，它們是衡量數據分散程度

時常用的指標，我們先複習一下它們的算法：設 6 個數據為 4 , 5 , 7 , 5 , 4 , 5，可

得 6個數據的平均數為

n =
1
6

(4 + 5 + 7 + 5 + 4 + 5) = 5，

因此這 6個數據的變異數為

v
2 =

1
6

((4 - 5)2+ (5 - 5)2+ (7 - 5)2+ (5 - 5)2+ (4 - 5)2+ (5 - 5)2)

=
1
6

((4 - 5)2
×2 + (5 - 5)2

×3 + (7 - 5)2
×1)

= (4 - 5)2
×

2
6
+ (5 - 5)2

×
3
6
+ (7 - 5)2

×
1
6

= 1。

　　仿照以上的方式，將隨機變數 X 每一個取值的離均差平方乘上其對應的機

率之總和，稱為隨機變數 X 的變異數；再將變異數開正平方根所得到的值稱為

隨機變數 X的標準差。

　　將隨機變數 X的變異數與標準差定義如下。

設隨機變數 X的機率分布如表，且期望

值為 E(X) = n。定義隨機變數 X 的變

異數為

Var(X) = (x1-n)2p1+ (x2-n)2p2+⋯ + (xn-n)2pn =
n

i = 1
(xi-n)2pi，

且 v(X) =   Var(X) 稱為隨機變數 X的標準差。

x x1 x2 ⋯
xn

P (X = x ) p1 p2 ⋯
pn

變異數與標準差

　　隨機變數 X 的標準差是用來衡量該變數的值與期望值的離散程度。一般而

言，如果標準差較大，則該變數的值與期望值較分散；如果標準差較小，則該變

數的值與期望值較接近。

12

離散型隨機變數

　　再做一題與期望值有關的練習。

袋中有 100 元代幣 3 枚、50 元代幣 6 枚與 20 元代幣 n 枚。從袋中抽出

一枚代幣，且每枚代幣被取到的機會均等，並令隨機變數 X表示抽出代

幣的金額。已知 X的期望值為 40元，求 n的值。

例題 7

因為 X 表示取出一枚代幣的金額，所以 X 所有可能的取值為 100 , 50 , 20

（元），其機率分布表如下。

金額 x 100 50 20

P (X = x ) 3
3+6+n

6
3+6+n

n
3+6+n

又 X 的期望值為 40 元，即

   E(X) = 100× 3
n+9

+ 50× 6
n+9

+ 20× n
n+9

= 40，

整理得 20n = 240，解得 n = 12。

擲一粒公正的骰子一次，當出現 1 , 2 或 3 點時，可得 200元；出現 4或

5 點時，可得 500 元；出現 6 點時，可得 k 元。設隨機變數 X 表示擲骰

子一次所得的金額，已知 X的期望值為 400元，求 k的值。

解

隨堂練習1

800

隨堂練習解答

 因為 X 表示擲骰子一次所得的金額，所以 X 的

取值為 200, 500, k（元），其機率分布表如右。

 又 X 的期望值為 400 元，即

 E X k( ) = + + =200 1
2
500 1

3
1
6

400× × × ，

 整理得1600 2400+ =k ，解得 k = 800。

1 金額 x 200 500 k

P X x=( )
1
2

1
3

1
6

12
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(4 + 5 + 7 + 5 + 4 + 5) = 5，

因此這 6個數據的變異數為

v
2 =

1
6

((4 - 5)2+ (5 - 5)2+ (7 - 5)2+ (5 - 5)2+ (4 - 5)2+ (5 - 5)2)

=
1
6

((4 - 5)2
×2 + (5 - 5)2

×3 + (7 - 5)2
×1)

= (4 - 5)2
×

2
6
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×
1
6

= 1。

　　仿照以上的方式，將隨機變數 X 每一個取值的離均差平方乘上其對應的機

率之總和，稱為隨機變數 X 的變異數；再將變異數開正平方根所得到的值稱為

隨機變數 X的標準差。

　　將隨機變數 X的變異數與標準差定義如下。

設隨機變數 X的機率分布如表，且期望

值為 E(X) = n。定義隨機變數 X 的變

異數為

Var(X) = (x1-n)2p1+ (x2-n)2p2+⋯ + (xn-n)2pn =
n

i = 1
(xi-n)2pi，

且 v(X) =   Var(X) 稱為隨機變數 X的標準差。

x x1 x2 ⋯
xn

P (X = x ) p1 p2 ⋯
pn

變異數與標準差

　　隨機變數 X 的標準差是用來衡量該變數的值與期望值的離散程度。一般而

言，如果標準差較大，則該變數的值與期望值較分散；如果標準差較小，則該變

數的值與期望值較接近。

12

離散型隨機變數

　　再做一題與期望值有關的練習。

袋中有 100 元代幣 3 枚、50 元代幣 6 枚與 20 元代幣 n 枚。從袋中抽出

一枚代幣，且每枚代幣被取到的機會均等，並令隨機變數 X 表示抽出代

幣的金額。已知 X的期望值為 40元，求 n的值。

例題 7

因為 X 表示取出一枚代幣的金額，所以 X 所有可能的取值為 100 , 50 , 20

（元），其機率分布表如下。

金額 x 100 50 20

P (X = x ) 3
3+6+n

6
3+6+n

n
3+6+n

又 X 的期望值為 40 元，即

   E(X) = 100× 3
n+9

+ 50× 6
n+9

+ 20× n
n+9

= 40，

整理得 20n = 240，解得 n = 12。

擲一粒公正的骰子一次，當出現 1 , 2或 3點時，可得 200 元；出現 4或

5 點時，可得 500 元；出現 6 點時，可得 k 元。設隨機變數 X 表示擲骰

子一次所得的金額，已知 X的期望值為 400元，求 k的值。

解

隨堂練習

教學小提醒

 可與第二冊數據的變異

數、標準差做比較。

11

13
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　　底下來練習求隨機變數的期望值、變異數與標準差。

袋中有編號 2 , 4 , 6 , 8的球各一顆。今從袋中取出一球，且每球被取到的

機會均等。設隨機變數 X表示取出球的編號，求 X的期望值、變異數與

標準差。

例題 8

因為 X 表示取出球的編號，所以 X 所有可能的取值為 2 , 4 , 6 , 8，其機率

分布表如下。

編號 x 2 4 6 8

P (X = x ) 1
4

1
4

1
4

1
4

故期望值

   E(X) = 2× 1
4
+ 4× 1

4
+ 6× 1

4
+ 8× 1

4
= 20

4
= 5。

變異數

  Var(X) = (2 - 5)2
×

1
4
+ (4 - 5)2

×
1
4
+ (6 - 5)2

×
1
4
+ (8 - 5)2

×
1
4

= 9×
1
4
+ 1×

1
4
+ 1×

1
4
+ 9×

1
4

= 5。

標準差 v(X) =    5。

摸彩箱中裝有標示 5 , 6 , 7 , 8折的球分別各 1 , 2 , 3 , 4顆。從箱中取出一球，

且每球被取到的機會均等。設隨機變數 X表示取出球所代表的折扣數（例

如標示 7折的球所對應的 X為 7），求 X的期望值、變異數與標準差。

解

隨堂練習

1

1

E X( ) = 7；Var X( ) =1；σ X( ) =1

14
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　　底下來練習求隨機變數的期望值、變異數與標準差。

袋中有編號 2 , 4 , 6 , 8的球各一顆。今從袋中取出一球，且每球被取到的

機會均等。設隨機變數 X表示取出球的編號，求 X的期望值、變異數與

標準差。

例題 8

因為 X 表示取出球的編號，所以 X 所有可能的取值為 2 , 4 , 6 , 8，其機率

分布表如下。

編號 x 2 4 6 8

P (X = x ) 1
4

1
4

1
4

1
4

故期望值

   E(X) = 2× 1
4
+ 4× 1

4
+ 6× 1

4
+ 8× 1

4
= 20

4
= 5。

變異數

  Var(X) = (2 - 5)2
×

1
4
+ (4 - 5)2

×
1
4
+ (6 - 5)2

×
1
4
+ (8 - 5)2

×
1
4

= 9×
1
4
+ 1×

1
4
+ 1×

1
4
+ 9×

1
4

= 5。

標準差 v(X) =    5。

摸彩箱中裝有標示 5 , 6 , 7 , 8折的球分別各 1 , 2 , 3 , 4顆。從箱中取出一球，

且每球被取到的機會均等。設隨機變數 X表示取出球所代表的折扣數（例

如標示 7折的球所對應的 X為 7），求 X的期望值、變異數與標準差。

解

隨堂練習

補充例題

 設生男生女的機率均等，對有 3 個小孩的家庭而言，令隨機變數 X 表示男孩的數量，求 X 的期望值、變異數與標準

差。

 解： 有 3 個小孩的家庭中，男女孩的數量有「3 男」、「2 男 1 女」、「1 男 2 女」與「3 女」四種情形，因為隨機

變數 X 表示男孩的數量， X 的取值與機率分布表如下。

情形 3 女 1 男 2 女 2 男 1 女 3 男

數量 x 0 1 2 3

P X x=( )
1
2

1
83 =

3
2

3
83 =

3
2

3
83 =

1
2

1
83 =

   故期望值

   E X( ) = + + + = =0 1
8
1 3
8

2 3
8
3 1

8
12
8

3
2

× × × × （個）。

   變異數

   Var X( ) = −








 + −









 + −









 + −





0 3
2

1
8

1 3
2

3
8

2 3
2

3
8

3 3
2

2 2 2

× × × 






2 1
8

×

       = + + +
9
4

1
8

1
4

3
8

1
4

3
8

9
4

1
8

× × × ×

       = =
24
32

3
4
，

   標準差 σ X X( ) = ( ) = =Var 3
4

3
2
（個）。

隨堂練習解答

 隨機變數 X 的機率分布表如下。

折扣數 x 5 6 7 8

P X x=( )
1
10

2
10

3
10

4
10

 故期望值

 E X( ) = 5 1
10

6 2
10

7 3
10

8 4
10

7× × × ×+ + + = 。

 變異數

 Var X( ) = −( ) + −( ) + −( ) + −( )5 7 1
10

6 7 2
10

7 7 3
10

8 7 4
10

2 2 2 2
× × × ×

      = + + + =4 1
10

1 2
10

0 3
10

1 4
10

1× × × × 。

 標準差σ X( ) = =1 1。

1

1

14-1
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　　處理變異數時，有時為了計算上的方便，會將變異數公式改寫如下﹕

Var(X ) =
n

i = 1
(xi-n)2pi

=
n

i = 1
(xi

2- 2nxi+n
2)pi

            =
n

i = 1
xi

2pi- 2n

n

i = 1
xi pi+n

2
n

i = 1
pi，

因為
n

i = 1
xi pi = n且

n

i = 1
pi = 1，所以上式可化為

Var(X ) =
n

i = 1
xi

2pi- 2n×n +n
2
×1 =

n

i = 1
xi

2pi-n
2
，

又因為
n

i = 1
xi

2pi是隨機變數 X 2
的期望值，以符號 E(X 2) 表示，所以

Var(X ) = E(X 2) -n
2
。

因此，隨機變數 X的變異數公式也可以改寫如下。

Var(X ) =
n

i = 1
xi

2pi-n
2 = E(X 2) -n

2 = E(X 2) - (E(X ))2
。

變異數公式
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　　處理變異數時，有時為了計算上的方便，會將變異數公式改寫如下﹕
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n

i = 1
(xi-n)2pi

=
n

i = 1
(xi
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2)pi

            =
n

i = 1
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n
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2
n

i = 1
pi，

因為
n

i = 1
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n

i = 1
pi = 1，所以上式可化為

Var(X ) =
n

i = 1
xi

2pi- 2n×n +n
2
×1 =

n

i = 1
xi

2pi-n
2
，

又因為
n

i = 1
xi

2pi是隨機變數 X 2
的期望值，以符號 E(X 2) 表示，所以

Var(X ) = E(X 2) -n
2
。

因此，隨機變數 X的變異數公式也可以改寫如下。

Var(X ) =
n

i = 1
xi

2pi-n
2 = E(X 2) -n

2 = E(X 2) - (E(X ))2
。

變異數公式

教學小提醒

 關於 E X( ) 、 E X 2
( ) 與

E X( )





2
符號上的差異，

老師可用例子多做說明。

11

15
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　　利用上述公式，可以幫我們處理一些計算較複雜的變異數。

投擲一粒不公正的骰子，其各點數出現的機率與該點數成正比。設隨機

變數 X表示擲一次骰子所出現的點數，求 X的期望值與變異數。

例題 9

因為 X 表示擲一次骰子所出現的點數，所以 X 所有可能的取值為 1 ,  

2 , 3 , 4 , 5 , 6，又各點數出現的機率比為 1：2：3：4：5：6，可得其機

率分布表如下。

點數 x 1 2 3 4 5 6

P (X = x ) 1
21

2
21

3
21

4
21

5
21

6
21

故期望值

E(X) = 1× 1
21

+ 2× 2
21

+ 3× 3
21

+ 4× 4
21

+ 5× 5
21

+ 6× 6
21

= 91
21

= 13
3

；

變異數

Var(X) = (12
×

1
21

+ 22
×

2
21

+ 32
×

3
21

+ 42
×

4
21

+ 52
×

5
21

+ 62
×

6
21 ) - ( 13

3 )2

=
441
21

-
169
9

=
140
63

=
20
9

。

袋中裝有大小相同、編號為 1 , 2 , 3 , 4的球各一顆，自袋中任取兩顆球，

且每球被取到的機會均等。設隨機變數 X表示取出兩顆球中的最大編號，

求 X的期望值、變異數與標準差。

解

隨堂練習1

E X( ) =
10
3
；Var X( ) =

5
9
； σ X( ) =

5
3

16
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離散型隨機變數

　　利用上述公式，可以幫我們處理一些計算較複雜的變異數。

投擲一粒不公正的骰子，其各點數出現的機率與該點數成正比。設隨機

變數 X表示擲一次骰子所出現的點數，求 X的期望值與變異數。

例題 9

因為 X 表示擲一次骰子所出現的點數，所以 X 所有可能的取值為 1 ,  

2 , 3 , 4 , 5 , 6，又各點數出現的機率比為 1：2：3：4：5：6，可得其機

率分布表如下。

點數 x 1 2 3 4 5 6

P (X = x ) 1
21

2
21

3
21

4
21

5
21

6
21

故期望值

E(X) = 1× 1
21

+ 2× 2
21

+ 3× 3
21

+ 4× 4
21

+ 5× 5
21

+ 6× 6
21

= 91
21

= 13
3

；

變異數

Var(X) = (12
×

1
21

+ 22
×

2
21

+ 32
×

3
21

+ 42
×

4
21

+ 52
×

5
21

+ 62
×

6
21 ) - ( 13

3 )2

=
441
21

-
169
9

=
140
63

=
20
9

。

袋中裝有大小相同、編號為 1 , 2 , 3 , 4的球各一顆，自袋中任取兩顆球，

且每球被取到的機會均等。設隨機變數 X表示取出兩顆球中的最大編號，

求 X的期望值、變異數與標準差。

解

隨堂練習

隨堂練習解答

 隨機變數 X 的機率分布表如下。

編號 x 1 2 3 4

取球情形 無 (1 , 2) (1 , 3) , (2 , 3) (1 , 4) , (2 , 4) , (3 , 4)

P X x=( )
0 0
2
4C
=

1 1
62

4C
=

2 2
62

4C
=

3 3
62

4C
=

 故期望值

 E X( ) = + + + = =1 0 2 1
6
3 2

6
4 3

6
20
6

10
3

× × × × ；

 變異數

 Var X( ) = 1 0 2 1
6
3 2

6
4 3

6
10
3

2 2 2 2
2

× × × ×+ + +








 −









 = − =

35
3

100
9

5
9
。

 標準差σ X( ) = =
5
9

5
3
。

1

16-1
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（三）期望值、變異數與標準差的性質

　　設 X 為隨機變數且其機率分布表如表 (a)。若 Y = aX + b（其中 a , b 為常

數），即將 X的每個取值乘以 a再加 b，則 Y也會是隨機變數，且每一個 Y的取

值 yi = axi+ b出現的機率也會與 xi出現的機率相同，如表 (b)。

x x1 x2 ⋯ xn

P (X = x ) p1 p2 ⋯ pn

表 (a)

y ax1+ b ax2+ b ⋯ axn+ b

P (Y = y ) p1 p2 ⋯ pn

表 (b)

上述的隨機變數 X與 Y有著線性變換 Y = aX + b的關係，那麼此時兩者的期望值

與標準差會有怎樣的關係呢？利用期望值的定義，可得隨機變數 Y的期望值

E(Y ) = (ax1+ b)p1+ (ax2+ b)p2+⋯ + (axn+ b)pn

        = a(x1 p1+ x2 p2+⋯ + xn pn) + b(p1+ p2+⋯ + pn)
= aE(X ) + b。

同樣方法可推導出 Y = aX + b的變異數與標準差，請見附錄一。

若 X 為隨機變數且 a , b 為常數，則 Y = aX + b 也會是隨機變數，且滿足

下列性質。

1 E(Y) = aE(X) + b。

2 Var(Y) = a2Var(X)。

3 v(Y) = |a|v(X)。

期望值、變異數與標準差的性質
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　　設 X 為隨機變數且其機率分布表如表 (a)。若 Y = aX + b（其中 a , b 為常

數），即將 X的每個取值乘以 a再加 b，則 Y也會是隨機變數，且每一個 Y的取

值 yi = axi+ b出現的機率也會與 xi出現的機率相同，如表 (b)。

x x1 x2 ⋯ xn

P (X = x ) p1 p2 ⋯ pn

表 (a)

y ax1+ b ax2+ b ⋯ axn+ b

P (Y = y ) p1 p2 ⋯ pn

表 (b)

上述的隨機變數 X與 Y有著線性變換 Y = aX + b的關係，那麼此時兩者的期望值

與標準差會有怎樣的關係呢？利用期望值的定義，可得隨機變數 Y的期望值

E(Y ) = (ax1+ b)p1+ (ax2+ b)p2+⋯ + (axn+ b)pn

        = a(x1 p1+ x2 p2+⋯ + xn pn) + b(p1+ p2+⋯ + pn)
= aE(X ) + b。

同樣方法可推導出 Y = aX + b的變異數與標準差，請見附錄一。

若 X 為隨機變數且 a , b 為常數，則 Y = aX + b 也會是隨機變數，且滿足
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1離散型隨機變數

 所以

   

b = 200

a + b = 300

2a + b = 400

。

 解得 a = 100 , b = 200。

3 由 1 的結果與 2 的關係式 Y = 100X + 200，得 Y 的期望值

   E(Y) = E(100X + 200) = 100E(X) + 200 = 100×1 + 200 = 300（元）；

 標準差

   v(Y) = v(100X + 200) = 100v(X) = 100×
  2
2

= 50  2( ≈ 70.7)（元）。

已知隨機變數 X 滿足 E( - 2X + 3) = 47 , Var( - 2X + 3) = 196，求 X 的期望

值 E(X)、變異數 Var(X) 與標準差 v(X)。

　　第二冊學習的古典機率是單純討

論樣本空間中某事件發生的機率，而

本單元的隨機變數是進一步將樣本空

間中的每一個樣本點對應到一個實數，

也就是說，隨機變數是由樣本空間映

至實數的函數，這讓我們可以將函數

的概念引入機率的範疇中。

　　根據隨機變數（視為函數）值域的數值分布情形，我們可將其區分

為「離散型隨機變數」與「連續型隨機變數」。目前高中學習的內容僅

限於離散型隨機變數，例如抽紅包得到的獎金、取球的個數等；反之，

若隨機變數的值域為某一區間的所有數值，例如等公車的時間、中午的

溫度等，則為連續型隨機變數。有了隨機變數的概念後，開創了機率論

新的研究方向，進一步適用於更多一般性的情況。

0

1

2

對應

(反 ,反 )
(反 ,正 )
(正 ,反 )
(正 ,正 )

丟兩個銅板
的試驗結果

正面次數

隨堂練習

數學超展開

18

離散型隨機變數

　　利用上面的性質，來看一道與引言有關的例子。

某年貨大街的店家辦理丟硬幣送紅包的活動：顧客

同時丟兩枚均勻的硬幣一次，每出現一枚正面可得

紅包 200 元，每出現一枚反面可得紅包 100 元。設

隨機變數X表示正面出現的枚數；Y表示所得的金額。

1 求 X的期望值 E(X ) 與標準差 v(X )。

2 已知 X與 Y的關係可表示成 Y = aX + b，求 a , b的值。

3 利用1與2，求 Y的期望值 E(Y ) 與標準差 v(Y )。

例題 10

1  因為 X 表示正面出現的枚數，所以 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2，其

機率分布表如下。

正面出現的枚數 x 0 1 2

P (X = x )
C0

2

22
= 1

4

C1
2

22
= 1

2

C2
2

22
= 1

4

 故 X 的期望值

   E(X) = 0× 1
4
+ 1× 1

2
+ 2× 1

4
= 1；

 變異數

   Var(X) = (0 - 1)2
×

1
4
+ (1 - 1)2

×
1
2
+ (2 - 1)2

×
1
4

= 1
2
；

 標準差

   v(X) =    1
2

=
  2
2

。

2 因為 X 的取值 0 , 1 , 2 分別對應到 Y 的取值 200 , 300 , 400，且

   Y = aX + b，

解

18
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。
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離散型隨機變數

　　利用上面的性質，來看一道與引言有關的例子。

某年貨大街的店家辦理丟硬幣送紅包的活動：顧客

同時丟兩枚均勻的硬幣一次，每出現一枚正面可得

紅包 200 元，每出現一枚反面可得紅包 100 元。設

隨機變數X表示正面出現的枚數；Y表示所得的金額。

1 求 X的期望值 E(X ) 與標準差 v(X )。

2 已知 X與 Y的關係可表示成 Y = aX + b，求 a , b的值。

3 利用1與2，求 Y的期望值 E(Y ) 與標準差 v(Y )。

例題 10

1  因為 X 表示正面出現的枚數，所以 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2，其

機率分布表如下。

正面出現的枚數 x 0 1 2

P (X = x )
C0

2

22
= 1

4

C1
2

22
= 1

2

C2
2

22
= 1

4

 故 X 的期望值

   E(X) = 0× 1
4
+ 1× 1

2
+ 2× 1

4
= 1；

 變異數

   Var(X) = (0 - 1)2
×

1
4
+ (1 - 1)2

×
1
2
+ (2 - 1)2

×
1
4

= 1
2
；

 標準差

   v(X) =    1
2

=
  2
2

。

2 因為 X 的取值 0 , 1 , 2 分別對應到 Y 的取值 200 , 300 , 400，且

   Y = aX + b，

解

1

隨堂練習解答

 因為利用期望值、變異數與標準差的性質可得

E X E X− +( ) = − ( ) + =2 3 2 3 47 , 

Var Var− +( ) = −( ) ( ) =2 3 2 1962X X× ，

 所以 E X( ) = −22  , Var X( ) = 49  , σ X( ) = =49 7。

1

E X( ) = −22；Var X( ) = 49； σ X( ) = 7

19
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習題1

20

觀念澄清

下列敘述對的打「○」，錯的打「×」。

 1  丟一枚均勻硬幣三次，令隨機變數 X 表示出現正面的次

數，則 P (X = 0) = 0。

 2  若隨機變數 X所有可能的取值為 1 , 2，則

  P (X = 1) + P (X = 2) = 1。

 3  若隨機變數 X 的期望值 E ( X ) = 2，且 Y = - 2 X + 3，則

E (Y ) = - 4。

一、基礎題

寫出下列隨機變數 X所有可能的取值。

1  一盒中有 12件樣品，其中 3件為不良品。自盒中任取 4件，並令隨機變

數 X表示取得不良品的件數。

2  皮夾內有 1000元與 100元鈔票各 4張。隨機取出 2張，並令隨機變數 X

表示所取出的總金額。

3  從 1到 10的十個數字中任取一數，並令隨機變數 X 表示所取之數的正因

數個數。

從 1 , 2 , 3 , 4 , 5中任取兩個相異的數字，並令隨機變數 X 表示取到偶數的個

數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 描述 X = 0所表示的事件。

1

2

1 ×　2 ○　3 ×

1 0 , 1 , 2 , 3　2 200, 1100, 2000　3 1 , 2 , 3 , 4

1 0 , 1 , 2　2 1 3 1 5 3 5, , , , ,( ) ( ) ( ){ }
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離散型隨機變數

習題1

20

觀念澄清

下列敘述對的打「○」，錯的打「×」。

 1  丟一枚均勻硬幣三次，令隨機變數 X 表示出現正面的次

數，則 P (X = 0) = 0。

 2  若隨機變數 X所有可能的取值為 1 , 2，則

  P (X = 1) + P (X = 2) = 1。

 3  若隨機變數 X 的期望值 E ( X ) = 2，且 Y = - 2 X + 3，則

E (Y ) = - 4。

一、基礎題

寫出下列隨機變數 X所有可能的取值。

1  一盒中有 12件樣品，其中 3件為不良品。自盒中任取 4件，並令隨機變

數 X表示取得不良品的件數。

2  皮夾內有 1000元與 100元鈔票各 4張。隨機取出 2張，並令隨機變數 X

表示所取出的總金額。

3  從 1到 10的十個數字中任取一數，並令隨機變數 X 表示所取之數的正因

數個數。

從 1 , 2 , 3 , 4 , 5中任取兩個相異的數字，並令隨機變數 X 表示取到偶數的個

數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 描述 X = 0所表示的事件。

1

2

習題解答

觀念澄清

1 ×：因為「 X = 0」表示「正面出現 0 次的事件」，

   所以 P X =( ) = =0 1
2

1
2

1
2

1
8

× × 。

2 ○：因為隨機變數 X 所有可能的取值只有 1, 2，所以 P X P X=( ) + =( ) =1 2 1。

3 ×： E Y E X E X( ) = − +( ) = − ( ) + = − + = −2 3 2 3 2 2 3 1× × 。

一、基礎題

1 1 X 表示取得不良品的件數， X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2 , 3（件）。

 2 X 表示所取出的總金額， X 所有可能的取值如下表。

所取出的鈔票 X 的取值

兩張 100 元

一張 100 元和一張 1000 元

兩張 1000 元

X = 200

X =1100

X = 2000

  故 X 所有可能的取值為 200, 1100, 2000（元）。

 3 X  表示所取之數的正因數個數， X 所有可能的取值情形如下表。

1∼10 正因數 X 的取值

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1

1 , 2

1 , 3

1 , 2 , 4

1 , 5

1 , 2 , 3 , 6

1 , 7

1 , 2 , 4 , 8

1 , 3 , 9

1 , 2 , 5 , 10

X =1

X = 2

X = 2

X = 3

X = 2

X = 4

X = 2

X = 4

X = 3

X = 4

  故 X 可能的取值為 1 , 2 , 3 , 4。
2 1 因為任取兩個相異的數字，可能取到偶數的個數為 0 , 1 , 2 個，所以 X 所有可能的取值為 0 , 1 , 2。

 2 X = 0表示取得 0 個偶數的事件，

  也就是說，兩個數字都是奇數，

  即 1 3 1 5 3 5, , , , ,( ) ( ) ( ){ }。

20-1
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3 1 因為從袋中取出兩顆球，可能取出的紅球數為 1 , 2 顆，所以 X 所有可能的取值為 1 , 2。

 2 因為 X = 2表示取出的紅球數為 2 顆的事件，

  所以其機率 P X C
C

=( ) = = =2 3
6

1
2

2
3

2
4 。

4  因為 X 表示甲、乙所選數字的平方和，所以 X 所有可能的取值為1 1 22 2
+ =  , 1 2 52 2

+ =  , 2 2 82 2
+ = ，

 其機率分布表如下。

平方和 x 2 5 8

P X x=( )
1 1

41
2

1
2C C×

=
2 2

41
2

1
2C C×

=
1 1

41
2

1
2C C×

=

 故 P X P X P X≤( ) = =( ) + =( ) =7 2 5 3
4
。

5 因為 X 表示點數 6 出現的次數，所以 X 的可能取值為 0 , 1 , 2，其機率分布表如下。

次數 x 0 1 2

P X x=( )
5 5
6 6

25
36

×

×

=
5 1 2
6 6

10
36

× ×

×

=
1 1
6 6

1
36

×

×

=

 故期望值 E X( ) = + + = =0 25
36

1 10
36

2 1
36

12
36

1
3

× × × 。

6 因為 X 表示取出一球所得的金額，所以 X 的取值為 500, 200, 0（元），其機率分布表如下。

金額 x 500 200 0

P X x=( )
2

2 5+ + n
5

2 5+ + n
n

n2 5+ +

 又 X 的期望值為 100 元，即

 E X
n n

n
n

( ) =
+

+

+

+

+

=500 2
7

200 5
7

0
7

100× × × ，

 整理得 n + =7 20，解得 n =13。
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21

習題

袋中有紅球 3顆、白球 1顆。從袋中取出 2顆球，且每球被取到的機會均

等，令隨機變數 X表示取出的紅球數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 求機率 P (X = 2) 的值。

甲、乙兩人各從 1與 2兩個數字中任選一個數字，並令隨機變數 X表示甲、

乙所選數字的平方和。已知每個數字被選到的機會均等，求機率 P ( X ≤ 7)

的值。

擲一粒公正骰子 2次，令隨機變數 X 為點數 6出現的次數，求隨機變數 X

的期望值。

箱中有黃球 2顆、紅球 5顆與白球 n 顆。從箱中取出一球，且每球被取到

的機會均等。取出球的顏色為黃球、紅球與白球分別可得 500元、200元與

0元，並令隨機變數 X 表示取出一球所得的金額。已知 X 的期望值為 100

元，求 n的值。

3

4

5

6

21-1
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等，令隨機變數 X表示取出的紅球數。

1 寫出 X所有可能的取值。

2 求機率 P (X = 2) 的值。

甲、乙兩人各從 1與 2兩個數字中任選一個數字，並令隨機變數 X表示甲、

乙所選數字的平方和。已知每個數字被選到的機會均等，求機率 P ( X ≤ 7)

的值。

擲一粒公正骰子 2次，令隨機變數 X 為點數 6出現的次數，求隨機變數 X

的期望值。

箱中有黃球 2顆、紅球 5顆與白球 n 顆。從箱中取出一球，且每球被取到

的機會均等。取出球的顏色為黃球、紅球與白球分別可得 500元、200元與

0元，並令隨機變數 X 表示取出一球所得的金額。已知 X 的期望值為 100

元，求 n的值。

3

4

5

6

1 1 , 2　2
1
2

3
4

1
3
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離散型隨機變數

習題

22

袋中裝有大小相同的代幣 1元與 5元各 2枚。從袋中任取 2枚代幣，並令隨

機變數 X 表示取出 2枚代幣所得的總金額。已知每個代幣被取到的機會均

等，求 X的期望值與標準差。

袋中裝有標示 1 , 2 , 3 , 4號的卡片各 5 , 3 , 1 , 1張。從袋中取出 1張卡片，且

每張卡片被取到的機會均等，令隨機變數 X 表示取出卡片的編號，求 X 的

期望值、變異數與標準差。

有一粒公正的特製骰子，其六個面分別為 0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 2點。今投擲此骰子

一次，可得到的金額為點數的 3倍再加 5（元）。設隨機變數 X 表示擲骰子

一次所出現的點數；Y表示擲骰子一次所得到的金額。

1 求 X的期望值 E (X ) 與變異數 Var(X )。

2 寫出 X與 Y的關係。

3 求 Y的期望值 E (Y ) 與變異數 Var(Y )。

7

8

9

E X( ) = 6（元）；σ X( ) =
4 3
3
（元）

E X( ) =
9
5
；Var X( ) =

24
25
；σ X( ) =

2 6
5

1 E X( ) =1；Var X( ) =
1
3
　2 Y X= +3 5　3 E Y( ) = 8（元）；Var Y( ) = 3
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離散型隨機變數

習題

22

袋中裝有大小相同的代幣 1元與 5元各 2枚。從袋中任取 2枚代幣，並令隨

機變數 X 表示取出 2枚代幣所得的總金額。已知每個代幣被取到的機會均

等，求 X的期望值與標準差。

袋中裝有標示 1 , 2 , 3 , 4號的卡片各 5 , 3 , 1 , 1張。從袋中取出 1張卡片，且

每張卡片被取到的機會均等，令隨機變數 X 表示取出卡片的編號，求 X 的

期望值、變異數與標準差。

有一粒公正的特製骰子，其六個面分別為 0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 2點。今投擲此骰子

一次，可得到的金額為點數的 3倍再加 5（元）。設隨機變數 X 表示擲骰子

一次所出現的點數；Y表示擲骰子一次所得到的金額。

1 求 X的期望值 E (X ) 與變異數 Var(X )。

2 寫出 X與 Y的關係。

3 求 Y的期望值 E (Y ) 與變異數 Var(Y )。

7

8

9

7 因為 X 表示取出 2 枚代幣所得的總金額，所以 X 的取值為 2 , 6 , 10（元），其機率分布表如下。

總金額 x 2 6 10

P X x=( )
C
C
2
2

2
4

1
6

=
C C

C
1
2

1
2

2
4

4
6

×
=

C
C
2
2

2
4

1
6

=

 故期望值

 E X( ) = 2 1
6

6 4
6
10 1

6
36
6

6× × ×+ + = = （元）。

 變異數

 Var X( ) = −( ) + −( ) + −( )2 6 1
6

6 6 4
6

10 6 1
6

2 2 2
× × ×

     = + + = =16 1
6

0 4
6
16 1

6
32
6

16
3

× × × 。

 標準差 σ X( ) = =
16
3

4 3
3
（元）。

8 因為 X 表示取出卡片的編號，所以 X 的取值為 1, 2, 3, 4，其機率分布表如下。

編號 x 1 2 3 4

P X x=( )
5
10

1
2

=
3
10

1
10

1
10

 故期望值 E X( ) =1 1
2

2 3
10

3 1
10

4 1
10

18
10

9
5

× × × ×+ + + = = 。

 變異數Var X( ) = + + +








 −









1 1

2
2 3

10
3 1

10
4 1

10
9
5

2 2 2 2
2

× × × × = − =
42
10

81
25

24
25
。

 標準差 σ X( ) = =
24
25

2 6
5
。

9 1 因為 X 表示擲骰子一次所出現的點數，所以 X 的取值為 0, 1, 2。其機率分布表如下。

點數 x 0 1 2

P X x=( )
1
6

4
6

2
3

=
1
6

  故期望值 E X( ) = + + =0 1
6
1 2

3
2 1

6
1× × × ，

  變異數Var X( ) = −( ) + −( ) + −( ) =0 1 1
6

1 1 2
3

2 1 1
6

1
3

2 2 2
× × × 。

 2 因為投擲此骰子一次，可得到的金額為點數的 3 倍再加 5，所以

  Y X= +3 5。

 3 由1的結果與2的關係式Y X= +3 5，得

  E Y E X E X( ) = +( ) = ( ) + = + =3 5 3 5 3 1 5 8× （元）；

  Var Var VarY X X( ) = +( ) = ( ) = =3 5 9 9 1
3

3× 。
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離散型隨機變數

二、進階題

0 1 期望值

  E X( ) = 0 1
4
1 2 3 1

6
2 1

2
4
3

× × × ×+ + + = + + =a b a b ，

  又 1
4

1
6
1+ + + =a b ，

  整理得
a b

a b

+ =

+ =













2 5
6
7
12

，解得 a = 1
3

 , b = 1
4
。

 2 Var X( ) = + + +








 −









0 1

4
1 1

3
2 1

4
3 1

6
4
3

2 2 2 2
2

× × × × = − =
17
6

16
9

19
18
。

q  因為 X 表示甲、乙兩人紅包金額的總和，所以 X 所有可能的取值為100 200 300+ =  , 100 500 600+ =  , 200 500 700+ = ，

其機率分布表如下。

總金額 x 300 600 700

P X x=( )
1
3

1
3

1
3

 故期望值 E X( ) = 300 1
3
600 1

3
700 1

3
1600
3

× × ×+ + = （元）。

w 因為 X 表示所取出兩球號碼的平均， X 可能的取值情形如下表。

所取出兩球的號碼 X 的取值

1, 2

1, 3

1, 4

2, 3

2, 4

3, 4

X =1 5.

X = 2

X = 2 5.

X = 2 5.

X = 3

X = 3 5.

 所以 X 的取值為 1.5 , 2 , 2.5 , 3 , 3.5，其機率分布表如下。

平均 x 1.5 2 2.5 3 3.5

P X x=( )
1
6

1
6

2
6

1
3

=
1
6

1
6

 故期望值 E X( ) =1 5 1
6

2 1
6

2 5 1
3
3 1

6
3 5 1

6
15
6

5
2

2 5. . . .× × × × ×+ + + + = = = 。

 標準差 σ X( ) = −( ) + −( ) + −( ) + −( ) + −1 5 2 5 1
6

2 2 5 1
6

2 5 2 5 1
3

3 2 5 1
6

3 5 22 2 2 2. . . . . . .× × × × ..5 1
6

2
( ) × =

5
12

=
15
6
。

23

習題

二、進階題

設隨機變數 X的機率分布表如下。

x 0 1 2 3

P (X = x ) 1
4

a b
1
6

設 X的期望值 E (X ) = 4
3
。

1 求實數 a , b的值。

2 求隨機變數 X的變異數 Var(X )。

有 100元、200元、500元的紅包袋各一個。由甲、乙兩人依序各抽取 1個

紅包袋，抽取後不放回，且每個紅包袋被抽取的機會均等。設隨機變數 X

表示甲、乙兩人紅包金額的總和，求 X的期望值。

箱中裝有大小相同、編號 1 , 2 , 3 , 4的球各一顆。從箱中任取 2顆球，並令

隨機變數 X表示所取出 2顆球號碼的平均。已知每個球被取到的機會均等，

求 X的期望值與標準差。

10

11

12
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習題

二、進階題

設隨機變數 X的機率分布表如下。

x 0 1 2 3

P (X = x ) 1
4

a b
1
6

設 X的期望值 E (X ) = 4
3
。

1 求實數 a , b的值。

2 求隨機變數 X的變異數 Var(X )。

有 100元、200元、500元的紅包袋各一個。由甲、乙兩人依序各抽取 1個

紅包袋，抽取後不放回，且每個紅包袋被抽取的機會均等。設隨機變數 X

表示甲、乙兩人紅包金額的總和，求 X的期望值。

箱中裝有大小相同、編號 1 , 2 , 3 , 4的球各一顆。從箱中任取 2顆球，並令

隨機變數 X表示所取出 2顆球號碼的平均。已知每個球被取到的機會均等，

求 X的期望值與標準差。

10

11

12

1 a = 1
3

 , b = 1
4
　2

19
18

1600
3
（元）

E X( ) = 2 5. ；σ X( ) =
15
6
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離散型隨機變數

補充教材

 ●  機率質量函數
設離散型隨機變數 X 所有可能的取值為 x x xn1 2, , ,Λ ，若將 X xi= 的機率以 P X x Pi i=( ) = 表示，則隨機變數 X 所

有可能的取值與其機率之對應關係稱為 X 的機率分布，此時，機率 P 是隨機變數 X 的函數，稱為機率質量函數

（probability mass function，簡寫為 pmf）。由機率的性質可知，隨機變數 X 的機率質量函數都具有下面兩個性質：

1 p i ni ≥ =0 1 2, , , ,Λ 。

2 p p pn1 2 1+ + + =Λ 。

若以橫軸為隨機變數 X 的取值，縱軸為該取值出現的機率，所得到的長條圖稱為機率質量函數圖。例如丟一枚均

勻的硬幣 3 次，令隨機變數 X 表示正面出現的次數，可得隨機變數 X 的機率分布如下表。

x 0 1 2 3

P X x( )=
1
8

3
8

3
8

1
8

依據上表繪製下圖便可得隨機變數 X 的機率質量函數圖。
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