
一 教材摘要

　　首先介紹函數的遞增與遞減及其判定，接著再介紹函數圖形的凹向及其判定，

其次利用函數的遞增與遞減、凹向及反曲點等資料描繪多項式函數的圖形，並將三

次函數的圖形做完整的介紹。最後，介紹極值的一階與二階檢定法及其應用。

二 教學目標與時數

教學目標 建議授課時數

  1. 知道遞增函數與遞減函數的定義。

  2. 了解函數導數的正負與函數遞增、遞減的關係。

  3. 能判定函數圖形的凹向。

  4. 了解反曲點的定義。

  5. 能利用本單元所學的知識描繪多項式函數的圖形。

  6. 知道最大值、最小值、極大值與極小值的定義。

  7. 能分辨最大值與極大值，最小值與極小值的不同。

  8. 能使用極值的一階與二階檢定法。

  9. 了解 f (a) = 0並不能保證 f (x)在 x = a處有極值。

10. 了解三次函數恰有一個反曲點。

11. 知道三次函數圖形的反曲點就是對稱中心。

12. 能運用函數的極值解答相關的最佳化問題。
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三 教材地位分析

已學習教材 本單元教材 未學習教材

三次函數的圖形

最佳化問題 不等式

一次函數的圖形

二次函數的圖形

二次函數的極值

實數的性質

三次函數的圖形特徵

函數圖形的凹向

多項式函數圖形的描繪

極大值與極小值

函數的遞增與遞減

多項式方程式的解
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甲 函數的遞增與遞減

　　圖 2 中的虛線是選手將標槍擲出後，標槍的質量

中心在空中的路徑。觀察標槍所在直線的斜率，可以

發現：若斜率為正，則飛行的路徑是上升的；若斜率

為負，則飛行的路徑是下降的。這發現有助於理解本

節要介紹的函數遞增與遞減的判定。現在我們先定義

遞增與遞減函數，再介紹這個判定方法。

　　觀察二次函數 y x2
的圖形，如圖 3所示：

1  當 x 0時，這段圖形由左往右逐漸上升，即 x值愈

大，所對應的 y 值也隨著增大，我們稱此函數在區

間 [0 ,∞) 上為嚴格遞增函數。

▲圖 2

▲圖 3
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　　將邊長為 6公寸的正方形鐵片，四個角各截去
一個面積相等的正方形，如圖 1所示；然後再將各
邊沿著虛線摺起來，做成一個無蓋的長方體容器。

試問應截去邊長為多少公寸的正方形，才能使長方

體的容積最大？

　　利用微分求函數極值是本單元主要的內容。

▲圖 1

92

教學要點

  定義函數的遞增與遞減，

並利用導數的正負，判定

函數的遞增與遞減。

1 1
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2  當 x 0時，這段圖形由左往右逐漸下降，即 x值愈大，所對應的 y值也隨著

減小，我們稱此函數在區間 ( ∞ , 0] 上為嚴格遞減函數。

　　一般而言，我們有以下定義。

設函數 f (x ) 在區間 I有定義。

1   若對區間 I 中任意兩數 x1 < x2恆有 f ( x1) < f ( x2)，則稱 f ( x ) 在區間 I

上為嚴格遞增函數。

  若對區間 I 中任意兩數 x1 < x2恆有 f ( x1) f ( x2)，則稱 f ( x ) 在區間 I

上為遞增函數。

2   若對區間 I 中任意兩數 x1 < x2恆有 f ( x1) > f ( x2)，則稱 f ( x ) 在區間 I

上為嚴格遞減函數。

  若對區間 I 中任意兩數 x1 < x2恆有 f ( x1) f ( x2)，則稱 f ( x ) 在區間 I

上為遞減函數。

遞增與遞減函數

　　借助函數圖形可以知道函數在哪些區間上是遞增函數或遞減函數；可是有很

多函數的圖形並不容易描繪出來，那該如何判定這些函數遞增或遞減的情形呢？

　　再次觀察二次函數 y f (x) x2
的圖形，如圖 4所示：

▲圖 4

1  當 x > 0 時，f ' (x) 2x > 0，即這段圖形上的每一點之切線斜率均為正數，此

時 f (x) 為嚴格遞增函數。

2  當 x < 0 時，f ' (x) 2x < 0，即這段圖形上的每一點之切線斜率均為負數，此

時 f (x) 為嚴格遞減函數。
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教學小提醒

  常數函數既是遞增函數，

也是遞減函數，但不需太

強調。

11
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　　事實上，函數在某區間上「導數為正數或負數」與「函數遞增或遞減」關係

密切，敘述如下。

設函數 f (x ) 在區間 [a , b ] 上連續，且在區間 (a , b ) 上可微分。

1  若 f ' (x ) > 0在區間 (a , b )上都成立，則 f (x )在區間 [a , b ]上為嚴格遞

增函數。

2  若 f ' (x ) < 0在區間 (a , b )上都成立，則 f (x )在區間 [a , b ]上為嚴格遞

減函數。

　　　　　

　　事實上，上述判定中的區間 [ a , b ] 可以是無界的區間 ( ∞ , b ] ,  

[ a ,∞ ) 或 ( ∞ ,∞)，此時區間 ( a , b ) 則同步改為 ( ∞ , b ) ,  ( a ,∞) 或

( ∞ ,∞) 即可。

函數遞增與遞減的判定

　　使用這個判定法，討論函數遞增或遞減的情形。
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教學小提醒

  若 f (c) 0，則

  lim f (x) f (c)
x c

0。也

就是說，在 x c附近，

 f (x) f (c)
x c

0。

 1 當 x c時，

  f (x) f (c) 0，

  即 f (x) f (c)。

 2 當 x c時，

  f (x) f (c) 0，

  即 f (x) f (c)。

   因此，若 f (c) 0，則

在 x c附近 f (x)為嚴

格遞增函數。

   同理，若 f (c) 0，則

在 x c附近 f (x)為嚴

格遞減函數。

1

x→c

1
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函數 f (x) x3 3x 2在下列哪些區間上為嚴格遞增函數？

1 [ 3 , 2]　　　　2 [0 , 2]　　　　3 [2 , 3]　　　　4 [2 ,∞)。

例題 1

f (x )

f ' (x ) 3x2 3 3(x 1) (x 1)

f ' ( x ) 0

f ' ( x ) f ( x )

x 1 1

f ' (x ) 0 0

1 ( 3 , 2) f ' (x ) > 0

2 (0 , 2) f ' (x )

3 (2 , 3) f ' (x ) > 0

4  (2 , ) f ' (x ) > 0

f ( x ) [ 3 , 2] , [2 , 3]

[2 , )

134

函數 f (x) x3 6x在下列哪些區間上為嚴格遞減函數？

1 [ 5 , 2]　　　　2 [ 1 , 1]　　　　3 [1 , 2]　　　　4 [2 ,∞)。

解

隨堂練習
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隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)的導函數，並將其因式分解如下：

 f (x) 3x2 +6 3(x +     2 )(x     2 )。
 接著，將 f (x)的正、負列表如下：

x     2     2
f (x) 0 + 0
增減變化 ↘ ↗ ↘

1

由上表可得下面的結果。

1 在區間 ( 5 , 2)上，f (x) 0都成立。

2 在區間 ( 1 , 1)上，f (x)有正值。

3 在區間 (1 , 2)上，f (x)有正值。

4 在區間 (2 , )上，f (x) 0都成立。
最後，根據函數遞增與遞減的判定，

得 f (x)在區間 [ 5 , 2]與 [2 , )上為嚴格遞減函數。故選14。

14

1
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　　延續例題 1的方法，討論一個四次函數的遞增或遞減狀況。

函數 f (x) x4 4x3 5在下列哪些區間上為嚴格遞增函數？

1 [ 4 , 2]　　　　2 [ 2 , 0]　　　　3 [0 , 3]　　　　4 [ 2 , 3]。

例題 2

f (x )

f ' (x ) 4x3 12x2 4x2(x 3)

f ' (x )

x 3 0

f ' (x ) 0 0

1 ( 4 , 2) f ' (x )

2 ( 2 , 0) f ' (x ) > 0

3 (0 , 3) f ' (x ) > 0

4  ( 2 , 3 ) f ' (0 ) 0 f ' ( x )

f ( x ) [ 2 , 0] [0 , 3]

f (x ) f (x ) [ 2 , 3]

 f ( x ) [ 2 , 0 ] , [0 , 3 ]

[ 2 , 3]

234

函數 f (x) x4 8x3 18x2 8在下列哪些區間上為嚴格遞減函數？

1 [ 5 , 3]　　　2 [ 3 , 1]　　　3 [ 5 , 1]　　　4 [ 1 , 2]。

解

隨堂練習

性質的判定
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教學小提醒

  將區間 [ 2 , 3]以 0為分

界點拆成區間 [ 2 , 0]與

[0 , 3]。因為 f (x)在區間

[ 2 , 0] 與 [0 , 3] 上 都 是

嚴格遞增函數，所以 f (x)

在合併後的區間 [ 2 , 3]

上仍為嚴格遞增函數。

1 1

1

1

123
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隨堂練習解答

  首先，先求出 f (x)的導函數，並將其因式分解如下：

 f (x) 4x3 +24x2 +36x 4x(x2 +6x +9) 4x(x +3)2
。

 接著，將 f (x)的正、負列表如下：

x 3 0
f (x) 0 0 +
增減變化 ↘ ↘ ↗

 由上表可得下面的結果。

 1 在區間 ( 5 , 3)上，f (x) 0都成立。

 2 在區間 ( 3 , 1)上，f (x) 0都成立。

 3  在區間 ( 5 , 1)上，除了 f ( 3) 0外，其餘的 f (x)都是負值，即 f (x)在區間 [ 5 , 3]與 [ 3 , 1]上都是嚴格
遞減函數。因為多項式函數 f (x)是連續函數，所以 f (x)在區間 [ 5 , 1]上為嚴格遞減函數。

 4 在區間 ( 1 , 2)上，f (x)有正值。

 故選123。

補充例題

  函數 f (x) x3
在區間 [ 1 , 1]上是否為嚴格遞增函數？ 

 解：導函數 f (x) 3x2
。

   在區間 ( 1 , 1)上，除了 f (0) 0外，其餘的 f (x)都是正值，

   即 f (x)在區間 [ 1 , 0]與 [0 , 1]上都是嚴格遞增函數。

   因為多項式函數 f (x)是連續函數，所以 f (x)在區間 [ 1 , 1]上為嚴格遞增函數。

1

1
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乙 函數圖形的凹向與反曲點

　　只了解函數的遞增或遞減狀況，還不足以掌握圖形的形狀。

例如，在圖 5 中，O 點的左右兩邊雖同為遞增，可是這兩段圖形

彎曲的方向卻有明顯的差異。

　　要如何描述圖形的彎曲方向呢？直觀來看，若圖形上任相異

兩點所連成的線段恆在圖形的上方，則稱圖形凹口向上，如圖 5

中 O 點右邊的圖形；反之，若線段恆在圖形的下方，則稱圖形凹

口向下，如 O點左邊的圖形。

　　然而，如果沒有函數圖形的幫助，我們要如何判定圖形的凹向呢？觀察圖 6 (a)

與圖 6 (b)：

　　　　　

▲圖 6

1  圖 6 (a) 中，切線的斜率由左往右逐漸增大，也就是說，圖形上愈往右邊的點

其導函數 f ' (x) 的值愈大，即 f ' (x) 為嚴格遞增函數。

2  圖 6 (b) 中，切線的斜率由左往右逐漸減小，也就是說，圖形上愈往右邊的點

其導函數 f ' (x) 的值愈小，即 f ' (x) 為嚴格遞減函數。

　　由上述的觀察可以了解，討論函數 f (x) 圖形的凹向相當於討論導函數 f ' (x)

的遞增與遞減。又根據函數遞增與遞減的判定，導函數 f ' (x) 的遞增與遞減可由

二階導函數 f (x) 函數值的正負來決定。我們將「二階導函數 f (x) 函數值的正

負」與「函數 f (x) 圖形的凹向」的關係敘述如下。

▲圖 5
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教學要點

  定義函數圖形的凹向及反

曲點，並利用二階導數的

正負，判定函數的凹向及

求反曲點。

1

教學小提醒

  函數圖形凹向的性質：

 1  若 f (x)在區間 (a , b)的
圖形是凹口向上，則

  f (a) f (b)
2

f (a b
2 )。

 2  若 f (x)在區間 (a , b)的
圖形是凹口向下，則

  f (a) f (b)
2

f (a b
2 )。

1

1

1
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設函數 f (x ) 在開區間 I內每一數 x的第二階導數 f " (x ) 都存在。

1  若 f " (x ) > 0在區間 I上都成立，則 f (x ) 在區間 I的圖形是凹口向上。

2  若 f " (x ) < 0在區間 I上都成立，則 f (x ) 在區間 I的圖形是凹口向下。

函數圖形凹向的判定

　　使用這個判定法，討論函數圖形的凹向。

討論函數 f (x) x3 3x 2圖形的凹向。

例題 3

f ' (x ) f (x ) ,

f ' (x ) 3x2 3 ,

f (x ) 6x

f (x )

x 0

f (x ) 0

1 f (x ) ( , 0)

2 f (x ) (0 , )

討論函數 f (x) x2 4x 3圖形的凹向。

解

隨堂練習

性質的判定
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隨堂練習解答

  先求出 f (x)及 f (x)：

 f (x) 2x 4 ,

 f (x) 2。

 因為 f (x)恆為正數，

  所以根據函數圖形凹向的

判定，得知 f (x)的圖形恆

為凹口向上。

1

教學小提醒

  設二次函數

 f (x) ax2 + bx + c。

 其導函數為 f (x) 2a。

 1  當 a 0 時，f (x) 恆

正，f (x)的圖形恆凹口

向上。

 2  當 a 0 時，f (x) 恆

負，f (x)的圖形恆凹口

向下。

  故二次函數的圖形只有一

種凹向，且其凹向由二次

項係數的正負決定。

1

1

1

f (x)的圖形恆為凹口向上
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　　在例題 3中，函數 f (x) x3 3x 2的圖形在點 (0 , f (0)) 的左側和右側凹向相
反，我們稱點 (0 , f (0)) 是函數 f (x) 圖形的反曲點，定義如下。介紹之前先做以

下規定：「a的附近」是指「某個包含 a的開區間」。

在 a 的附近，當 f ( x ) 在 x a 處連續，且 f ( x ) 的圖形在 x < a 與 x > a 的

凹向相反時，稱點 (a , f (a ) ) 為函數 f (x ) 圖形的反曲點。

反曲點的定義

　　現在，我們舉一實例求反曲點。

討論函數 f (x) x4 6x2 5圖形的凹向，並求其反曲點。

例題 4

f ' (x ) f (x ) f (x )

f ' (x ) 4x3 12x ,

f (x ) 12x2 12 12(x 1) (x 1)

f (x )

x 1 1

f (x ) 0 0

1 f (x ) ( , 1) (1 , )

2 f (x ) ( 1 , 1)

f ( x ) x 1 x 1 ( 1 , 0)

(1 , 0)

討論函數 f (x) x3 6x2 9x 5圖形的凹向，並求其反曲點。

解

隨堂練習

函數性質的判定
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教學小提醒

  反曲點在口語上也有人稱

之為「拐點」。

11

隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)及 f (x)：

 f (x) 3x2 +12x 9 ,

 f (x) 6x +12

          6(x 2)。

  接著，將 f (x)的正、負

列表如下：

x 2

f (x) + 0

凹向變化

  根據函數圖形凹向的判

定，可得下面的結果。

 1  f (x)在區間 ( , 2)的
圖形是凹口向上。

 2  f (x) 在 區 間 (2 , ) 的
圖形是凹口向下。

  又因為 f (x)圖形的凹向在

x 2處發生變化，所以

反曲點為 (2 , 3)。

1

1

在區間 ( , 2)的圖形是凹口向上；

在區間 (2 , )的圖形是凹口向下，

反曲點為 (2 , 3)
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　　在上例中，反曲點附近的 f (x) 函數值由正轉負或由負轉正。一般而言，若

(a , f (a)) 為反曲點，且 f " (x) 為連續函數，則在反曲點附近的 f " (x) 函數值會由正

轉負或由負轉正，因而 f " (a) 0。由於多項式函數的二階導函數仍是多項式函數

（連續函數），於是我們有以下的結論。

若 (a , f (a ) ) 為多項式函數 f (x ) 圖形的一個反曲點，則 f (a ) 0。

反曲點的性質

　　練習這個性質。

已知 (1 , 2) 為四次函數 f (x) x4 ax2 b圖形的一個反曲點，求實數 a , b

的值。

例題 5

f (x )

  f ' (x ) 4x3 2ax , f (x ) 12x2 2a

(1 , 2) f (1) 2 f (1) 0

1 a b 2

12 2a 0
a 6 , b 7

已知點 P(1 , 3) 為三次函數 f (x) x3 ax2 bx c 圖形的反曲點，且以 P

點為切點的切線斜率為 4，求實數 a , b , c的值。

　　要注意的是：滿足 f (x) 0 的點不一定就是反曲點。

例 如， 函 數 f (x) x4
滿 足 f (x) 12x2 , f (0) 0， 但 點

(0 , f (0)) 的左右兩邊都是凹口向上，如圖 7 所示，它不是反

曲點。

解

隨堂練習

▲圖 7

性質的判定
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1

2

1
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補充例題

  已知 ( 1 , 5)為函數 f (x) x3 +ax2 + bx + c圖形的反曲點，且 f (0) 2，求實數 a , b , c的值。

 解：函數 f (x)的導函數與二階導函數分別為

   f (x) 3x2 +2ax + b , f (x) 6x +2a。

   因為 ( 1 , 5)為圖形的反曲點，所以 f ( 1) 5且 f ( 1) 0。

   又 f (0) 2，得

      

1 + a b + c 5

6+2a 0
b 2

。

   解得 a 3 , b 2 , c 1。

  已知四次函數 f (x)有兩個反曲點 (0 , 0)與 (2 , 16)，並且在反曲點 (2 , 16)的切線與 x軸平行，求 f (x)。

 解：因為 f (x)在 x 0與 x 2處有反曲點，所以 f (0) f (2) 0。因此可

   設 f (x) a(x 0)(x 2) ax2 2ax（a 0）。根據微分公式，得

   f (x) a
3

x3 ax2 + b ,

   f (x) a
12

x4 a
3

x3 + bx + c。

   因為 (0 , 0)與 (2 , 16)在圖形上，且在 x 2處的切線與 x軸平行，所以

      

f (0) c 0

f (2) 4
3

a 8
3

a+ 2b + c 16

f (2) 8
3

a 4a + b 0

   

c 0

2a 3b 24

4a 3b 0
，

   解得 a 12 , b 16 , c 0。

   故 f (x) x4 4x3 +16x。

隨堂練習解答

  求出 f (x)及 f (x)：

 f (x) 3x2 +2ax + b , f (x) 6x +2a。

 因為 P(1 , 3)為反曲點，所以 f (1) 3且 f (1) 0。

 又因為以 P點為切點的切線斜率為 4，所以 f (1) 4。

 因此，可列得聯立方程式

    

1 + a + b + c 3

6 +2a 0

3 +2a + b 4
。

 解得 a 3 , b 7 , c 2。

1

2

1
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補充例題

  描繪函數 f (x) x3 3x的圖形。

 解：首先，求出 f (x)及 f (x)，並將它們因式分解如下：

f (x) 3x2 3 3(x 1)(x +1) ,

f (x) 6x。

   接著，將 f (x)及 f (x)的正、負列表如下：

x 1 0 1

f (x) + 0 0 +

f (x) 0 + + +

f (x) 2 0 2

  最後，在坐標平面上，描繪 f (x)的圖形如下：

1



4函數性質的判定

101

丙 描繪多項式函數的圖形

　　我們來介紹如何將函數的遞增、遞減及凹向等資訊用於多項式函數圖形的描繪。

描繪函數 f (x) x3 3x 2的圖形。

例題 6

f ' (x ) f (x )

f ' (x ) 3x2 3 3(x 1) (x 1) ,

f (x ) 6x

f ' ( x ) f " ( x )

x 1 0 1

f ' (x ) 0 0

f (x ) 0

f (x ) 4 2 0

1 x < 1 f (x )

2 1 < x < 0 f (x )

3 0 < x < 1 f (x )

4 x > 1 f (x )
( 1 , 4 ) , ( 1 , 0 )

( 0 , 2 )

( 2 , 0 ) , ( 2 , 4 )

y x3 3x 2

解

函數性質的判定
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教學要點

  利用函數的遞增、遞減及

凹向等資訊，描繪多項式

函數的圖形。

1

1

1
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描繪函數 f (x) x3 6x2 9x 5的圖形。

隨堂練習

　　延續例題 6的方法，描繪一個四次函數的圖形。

描繪函數 f (x) x4 6x2 5的圖形。

例題 7

f ' (x ) f (x )

  f ' (x ) 4x3 12x 4x (x    3) (x    3) ,

f (x ) 12x2 12 12(x 1) (x 1)

f ' (x ) f (x )

x    3 1 0 1    3

f ' (x ) 0 0 0

f (x ) 0 0

f (x ) 4 0 5 0 4

(   3 , 4) , (0 , 5 ) ,  

(  3 , 4) ( 1 , 0) , (1 , 0)

( 2 , 3 ) , (2 , 3 )

y x4 6x2 5

描繪函數 f (x) x4 2x2 1的圖形。

解

隨堂練習

性質的判定
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1

2

見解析

見解析
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隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)及 f (x)，並將它們因式分解如下：

f (x) 3x2 +12x 9 3(x 1)(x 3) ,

f (x) 6x +12 6(x 2)。

 接著，將 f (x)及 f (x)的正、負及各區間的略圖列表如下：

x 1 2 3

f (x) 0 + + + 0

f (x) + + + 0

f (x) 1 3 5

 最後，在坐標平面上，點出 (1 , 1) , (3 , 5)二點與反曲點 (2 , 3)，及描出一些其他點，

 如 (0 , 5) , (4 , 1)等，再以平滑曲線連接，可得 y x3 +6x2 9x +5的近似圖形如右。

  首先，求出 f (x)及 f (x)，並將它們因式分解如下：

f (x) 4x3 4x 4x(x 1)(x +1) ,

f (x) 12x2 4 4(    3x 1)(    3x +1)。
 接著，將 f (x)及 f (x)的正、負及各區間的略圖列表如下：

x 1 1

   3
0 1

   3
1

f (x) 0 + + + 0 0 +
f (x) + + + 0 0 + + +

f (x) 0 4
9

1 4
9

0

 最後，在坐標平面上，點出 ( 1 , 0) , (0 , 1) , (1 , 0)三點與反曲點 ( 1

   3
, 4

9 ), ( 1

   3
, 4

9 )二點，
 及描出一些其他點，如 (2 , 9) , ( 2 , 9)等，

 再以平滑曲線連接，可得 y x4 2x2 +1的近似圖形如右。

1

2
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隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)及 f (x)：

f (x) 3x2 2 ,

f (x) 6x。

 接著，將 f (x)及 f (x)的正、負及各區間的略圖列表如下：

x 0
f (x)
f (x) + 0

f (x) 3

 最後，在坐標平面上，點出反曲點 (0 , 3)，及描出一些其他點，

  如 ( 1 , 6) , (1 , 0)等，再以平滑曲線連接，可得 y x3 2x +3

的近似圖形如右。

1
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　　延續前面描繪多項式函數圖形的方法，描繪一個沒有遞減區間的三次函數圖

形。

描繪函數 f (x) x3 3x2 4x 1的圖形。

例題 8

f ' (x ) f (x )

  f ' (x ) 3x2 6x 4 3(x 1)2 1

f (x ) 6x 6 6(x 1)

f ' (x ) f (x )

x 1

f ' (x )

f (x ) 0

f (x ) 1

(1 , 1 )

(2 , 3) , (0 , 1)

y x3 3x2 4x 1

描繪函數 f (x) x3 2x 3的圖形。

解

隨堂練習

函數性質的判定
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　　第一冊介紹過三次函數圖形的特徵，現在有了微分後，藉助以上描繪三次函

數圖形的經驗，我們將函數的遞增、遞減及凹向等性質作為輔助資料，完整討論

三次函數所有可能的圖形。

　　設三次函數 f (x) ax3 bx2 cx d（a≠0）；其導函數與二階導函數分別為

f ' (x) 3ax2 2bx c , f (x) 6ax 2b 6a(x b
3a )。

因為 f (x) 0恰有一實根 x b
3a
，且 f (x)的值在 x b

3a
的左右兩邊異號，所以

三次函數 f(x)的圖形恰有一個反曲點 ( b
3a

, f ( b
3a ))。

其次，因為 f ' (x) 0是二次方程式，所以其解有二相異實根，二重根與無實根三

種情形，討論如下。

1   二相異實根：此時圖形有兩條水平切線。設二相異實根為 a , b 且 a < b，則

f ' (x) 3a(x a)(x b)。

 1  當 a > 0 時，在區間 (a , b) 上，

f ' (x) < 0都成立，f (x)嚴格遞減；

在區間 ( ∞ , a) 或 (b ,∞) 上，

f ' (x) > 0都成立，f (x)嚴格遞增。

 2  當 a < 0 時，在區間 (a , b) 上，

f ' (x) > 0都成立，f (x)嚴格遞增；

在區間 ( ∞ , a) 或 (b ,∞) 上，

f ' (x) < 0都成立，f (x) 嚴格遞減。

2 二　重　根：此時圖形恰有一條水平切線，且 f ' (x) 為完全平方式。因此，

 1 當 a > 0時，f '(x) 0恆成立，f (x) 恆嚴格遞增；

 2 當 a < 0時，f '(x) 0恆成立，f (x) 恆嚴格遞減。

 又由一元二次方程式的公式解，得知 f ' (x) 3ax2 2bx c 0的二重根為

x 2b
2×3a

b
3a
。

x a b

f ' (x ) 0 0

f (x ) f (a ) f (b )

x a b

f ' (x ) 0 0

f (x ) f (a ) f (b )

性質的判定
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  因為 x b
3a
也是 f " (x) 0的實根，所以圖形唯一的水平切線恰好發生在反

曲點處。

3 無　實　根：此時圖形沒有水平切線，且

 1 當 a > 0時，f '(x) > 0恆成立，f (x) 恆嚴格遞增；

 2 當 a < 0時，f '(x) < 0恆成立，f (x) 恆嚴格遞減。

　　綜合以上討論，將三次函數所有可能的圖形，分類如下：

f ' (x ) 0

a　　　
的根 二相異實根 二重根 無實根

a > 0

a < 0

　　上表的黑點為圖形之反曲點。

　　在第一冊時，我們知道：三次函數 f (x) ax3 bx2 cx d 可配三次方成

f (x) a(x h)3 p(x h) k 的形式，其圖形是一條以點 (h , k) 為對稱中心的點對

稱曲線，其中

h b
3a

, k f ( b
3a )。

由上述的討論，得知：三次函數圖形的

反曲點就是對稱中心，

也就是說，三次函數的圖形都對稱於圖形的反曲點。

函數性質的判定
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教學小提醒

  當三次函數的圖形有兩條

水平切線時，兩個切點對

稱於反曲點，且此三點的

x坐標由小而大依序成等

差數列。

1

補充例題

  已知 f (x) x3 kx2 +3x +5恆為嚴格遞增函數，求實數 k的範圍。

 解：函數 f (x)的導函數為 f (x) 3x2 2kx+3。

   因為 f (x)恆為嚴格遞增函數，所以 f (x) 3x2 2kx+3 0的根為二重根或無實根。

   因此判別式 ( 2k)2 4 3 3 0 k2 9 0，

   解得 3 k 3。

1

1

1
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丁 多項式函數的極值

　　這裡，我們將利用微分的方法求多項式函數的極值。

（一）極值的定義

　　設多項式函數 f (x) 在閉區間 [a , b] 的圖形，如圖 8所示：

1  圖形上，在 C 點附近的點都比 C 點低，也就是說，C

點是局部範圍內的最高點，而 B 點是端點，也是局部

範圍內的最高點，稱這兩點的 y 坐標 f (c) 及 f (b) 都是

函數 f (x) 的極大值。又 B點是全部圖形中的最高點，

我們也稱 f (b) 為函數 f (x) 的最大值。

2  圖形上，在 D 點附近的點都比 D 點高，也就是說，D 點是局部範圍內的最

低點，而 A 點是端點，也是局部範圍內的最低點，稱這兩點的 y坐標 f (d ) 及

f (a) 都是函數 f (x) 的極小值。又 D點是全部圖形中的最低點，我們也稱 f (d )

為函數 f (x) 的最小值。

　　延續之前的規定，「a的附近」是指「某個包含 a的開區間」。據此，我們

有以下的定義。

設 f (x ) 為多項式函數，且 a , b , c , d是區間 I中的數。

1  當在 a 的附近且在 I 上的每一個數 x 都滿足 f ( a ) f ( x ) 時，稱 f ( a )

為 f (x ) 在區間 I上的一個極大值。

  當區間 I 的每一個數 x 都滿足 f ( b ) f ( x ) 時，稱 f ( b ) 為 f ( x ) 在區間 I

上的最大值。

2  當在 c 的附近且在 I 上的每一個數 x 都滿足 f ( c ) f ( x ) 時，稱 f ( c ) 為

f (x ) 在區間 I上的一個極小值。

  當區間 I 的每一個數 x 都滿足 f ( d ) f ( x ) 時，稱 f ( d ) 為 f ( x ) 在區間 I

上的最小值。

又當我們討論多項式函數的極值時，若未特別提及區間 I，是指在整個實

數 R討論。

極大值、極小值、最大值與最小值

▲圖 8

性質的判定

106

1

1

教學要點

  定義函數的極值，並利用

微分的方法求多項式函數

的極值。

1

教學小提醒

  求函數的最大值與最小值

時，要考慮定義域中所有

數的函數值。

1
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　　我們將極大值與極小值統稱為極值。根據上述幾個名詞的定義可以知道，

函數的最大值必定也是這個函數的一個極大值；函數的最小值必定也是這個函數

的一個極小值。

下圖是多項式函數 f (x) 在閉區間 [ 4 , 6] 的圖形，求 f (x) 的極大值、極

小值、最大值與最小值。

隨堂練習

（二）極值可能發生的點

　　設圖 9是多項式函數 f (x) 的圖形。

▲圖 9

　　觀察圖 9，函數圖形的波峰（C , E 兩點）與波谷（D , F 兩點）是發生極值

的點；這些點有一個共同的特性就是它們的切線都是水平切線（斜率為 0），也

就是說，這四個發生極值的點其導數都為 0。一般而言，多項式函數的定義域為

所有實數，並沒有受到限制，它的極值只會發生在導數為 0的點；但是，若將定

義域限制在閉區間 [a , b] 上，則端點 A , B也有可能是發生極值的點。

函數性質的判定
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隨堂練習解答

  根據定義，得

 極大值有 5 , 3 , 1，

 極小值有 1 , 3 , 2，

 最大值為 5，

 最小值為 3。

11

極大值有 5 , 3 , 1，

極小值有 1 , 3 , 2，

最大值為 5，最小值為 3
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　　綜合以上的討論，我們有以下的結論。

1. 多項式函數 f (x ) 的極值只會發生在導數為 0的點。

2.  若將多項式函數 f ( x ) 的定義域限制在閉區間 [ a , b ] 上，則 f ( x ) 的極

值只可能發生在底下這二種點。

 1導數為 0的點，即滿足 f ' (x ) 0的點。

 2閉區間 [a , b ] 的端點。

極值可能發生的點

　　要特別注意的是：圖 9中的 G點雖然有水平切線（導數為 0），但卻不是發

生極值的點。因此，導數為 0的點只是可能發生極值的「候選點」，並不一定是

發生極值的點。

（三）極值的一階檢定法

　　接下來我們想知道的是：如何判斷滿足 f ' (x) 0的「候選點」是否為發生極

值的點？又如何區分一個極值是極大值或極小值？

　　當 f ' (c) 0時，觀察圖 10 (a) 與圖 10 (b)：

　　　　　

▲圖 10

1  圖 10 (a) 中，圖形由左往右，先嚴格遞增再嚴格遞減，即在 x c 處的左側

f ' (x) > 0，右側 f ' (x) < 0，此時 f (c) 是極大值。

2  圖 10 (b) 中，圖形由左往右，先嚴格遞減再嚴格遞增，即在 x c 處的左側

f ' (x) < 0，右側 f ' (x) > 0，此時 f (c) 是極小值。

性質的判定
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　　綜合上述的討論，我們有底下的極值檢定法。

對於多項式函數 f (x )，先找出所有滿足 f ' (c ) 0的 c，再用下列方式針對

這些 c作檢定。

1  若 x c的附近滿足「當 x < c時，f ' (x ) > 0；當 x > c時，f ' (x ) < 0」，

則 f (c ) 是極大值。

2  若 x c的附近滿足「當 x < c時，f ' (x ) < 0；當 x > c時，f ' (x ) > 0」，

則 f (c ) 是極小值。

極值的一階檢定法

　　利用一階檢定法可以求多項式函數的極大值與極小值，舉例如下。

求函數 f (x) x4 6x2 5的極大值與極小值。

例題 9

f (x )

f ' (x ) 4x3 12x 4x (x    3) (x    3)
f ' (x ) 0 x    3 0    3

f ' (x )

x    3 0    3

f ' (x ) 0 0 0

f (x ) 4 5 4

f (0) 5 f (    3) f (   3) 4

求函數 f (x) x3 12x 2的極大值與極小值。

解

隨堂練習

函數性質的判定

109

隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)的導函

數，並將其因式分解如

下：

 f (x) 3x2 12

         3(x 2)(x +2)。

 接著，當 f (x) 0時，

 解得 x 2或 2。

  將 f (x)的正、負列表如

下：

x 2 2

f (x) + 0 0 +

f (x) ↗ 18 ↘ 14 ↗

  最後，利用極值的一階檢

定法，得 f (x)的極大值為

18，極小值為 14。

1

1

極大值為 18，極小值為 14
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　　再次提醒：滿足 f ' (x) 0的點只是發生極值的「候選點」，不一定是發生極

值的點。例如，f (x) x3 , f ' (x) 3x2
。雖然 f ' (0) 0，但就整個函數圖形而言，

點 (0 , 0) 不是局部最高點或最低點，如圖 11所示，此時它不是發生極值的點。

▲圖 11

　　在圖 11 中，因為 f (x) x3
的圖形既沒有最高點也沒有最低點，所以 f (x) 既

沒有最大值也沒有最小值。因此並非每個多項式函數都有最大值及最小值。

　　但是，當多項式函數被限制在閉區間上時，其圖形是一條含有兩端點的連續

曲線（或線段）；又因為這樣的圖形必然有最高點與最低點，所以此時一定有最

大值與最小值。那麼，該如何求這最大值與最小值呢？我們只要先求出函數所有

的極值，則極大值中最大者就是最大值；極小值中最小者就是最小值。舉實例說

明如下。

性質的判定
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求函數 f (x) x3 3x 2在閉區間 [ 3 , 3] 上的最大值與最小值。

例題 10

f (x )

f ' (x ) 3x2 3 3(x 1) (x 1)

f ' (x ) 0 x 1 1

[ 3 , 3 ] 3

3 f ( x ) x 3 ,  

1 , 1 3

f ' (x )

x 3 1 1 3

f ' (x ) 0 0

f (x ) 16 4 0 20

f ( 1) 4 f (3) 20 f ( 3) 16 f (1) 0

f ( x ) [ 3 , 3]

f (3) 20 f ( 3) 16

求函數 f (x) x3 3x2 9x 2在閉區間 [ 4 , 2] 上的最大值與最小值。

　　要注意的是：使用例題 10解法的前提是「多項式函數被限制在閉區間上」。

若是在一般的範圍討論，則此解法就不一定適用，縱使求出極值，還需要再配合

討論才能得知函數是否有最大值或最小值。例如，例題 9就不是在閉區間上討論，

雖然 f (0) 5是極大值中最大者，但它並不是最大值（該函數沒有最大值）。

解

隨堂練習
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最大值為 7，最小值為 25

隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)的導函

數，並將其因式分解如

下：

 f (x) 3x2 6x +9

         3(x +3)(x 1)。

 接著，當 f (x) 0時，

 解得 x 3或 1。

  再加上閉區間 [ 4 , 2]的

兩個端點 4與 2，

  因此 f (x)的極值只可能發

生 在 x 4 , 3 , 1 與 2

共四點。

  將 f (x)的正、負列表如

下：

1

x 4 3 1 2
f (x) 0 + 0
f (x) 18 ↘ 25 ↗ 7 ↘ 0

最後，由函數的遞增與遞減，得 f (x)

在區間 [ 4 , 2]上的最大值為 f (1) 7，

最小值為 f ( 3) 25。

1
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（四）極值的二階檢定法

　　在多項式函數 f (x) 滿足 f ' (c) 0 的前提下，極值的一階檢定法是利用函數

的增減情形來判定極值。現在，我們再介紹另一個利用函數的凹向來判定極值的

方法。

　　當 f ' (c) 0時，觀察圖 12 (a) 與圖 12 (b)：

　　　　　

▲圖 12

1 圖 12 (a) 中，f (x) 在 x c處附近的圖形是凹口向下，此時 f (c) 是極大值。

2 圖 12 (b) 中，f (x) 在 x c處附近的圖形是凹口向上，此時 f (c) 是極小值。

　　綜合上述的討論，我們有底下的極值檢定法。

設 f (x ) 為多項式函數，且 f ' (c ) 0。

1 若 f (c ) < 0，則 f (c ) 是極大值。

2  若 f (c ) > 0，則 f (c ) 是極小值。

極值的二階檢定法

性質的判定
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1

教學小提醒

  當 f (c) 0，f (c) 0時，

不用列表就可判定 f (c)為

極大值或極小值。

1
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　　現在，我們利用二階檢定法求極值。

求函數 f (x) x4 8x2 3的極大值與極小值。

例題 11

f ' (x ) f (x ) f ' (x )

f ' (x ) 4x3 16x 4x (x 2) (x 2) ,

f (x ) 12x2 16

f ' (x ) 0 x 2 , 0 2

1  f ( 2) 32 < 0

 f ( 2) 13

2  f (0) 16 > 0 f (0) 3

3  f ( 2 ) 32 < 0 f ( 2 ) 13

f (x ) 13 3

求函數 f (x) x3 6x2 9x 4的極大值與極小值。

　　極值的二階檢定法在使用上往往比一階檢定法簡潔些，但遇到 f '(c) f (c) 0

的情形時，二階檢定法就不適用了，此時可改用一階檢定法來判定，舉例說明如

下。

解

隨堂練習
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1

隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)與 f (x)，

 並將 f (x)因式分解如下：

 f (x) 3x2 12x +9

         3(x 1)(x 3) ,

 f (x) 6x 12。

 接著，當 f (x) 0時，

 解得 x 1或 3，

 即 f (1) f (3) 0。

  最後，利用極值的二階檢

定法判定。

 1 因為 f (1) 6 0，

  所以 f (1) 8是極大值。

 2 因為 f (3) 6 0，

  所以 f (3) 4是極小值。

  故 f (x)的極大值為 8，

 極小值為 4。

1

極大值為 8，極小值為 4
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求函數 f (x) x4 4x3 2的極值。

例題 12

f ' (x ) f (x ) f ' (x )

f ' (x ) 4x3 12x2 4x2(x 3) ,

f (x ) 12x2 24x

f ' ( x ) 0 x 3 0

1  f ( 3) 36 > 0

 f ( 3) 25

2  f (0) 0

 f ' (x )

x 3 0

f ' (x ) 0 0

f (x ) 25 2

  f ( x ) x 0

f (0) 2

f (x ) f ( 3) 25

　　在上例中，滿足 f ' (c) f (c) 0 的函數值 f (c) 不是極

值；但事實上，滿足一階導數與二階導數同時為 0的點也有

可能是發生極值的點。例如，

f (x) x4 , f ' (x) 4x3 , f (x) 12x2
，

滿足 f ' (0) f (0) 0。我們由 y x4
的圖形得知，f (0) 0

是極小值，如圖 13所示。因此，遇到 f ' (c) f (c) 0這種情況時，不可直接認

定 f (c) 不是極值，須再利用一階檢定法來確認。

解

▲圖 13

性質的判定
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隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)與 f (x)，並將 f (x)因式分解如下：

f (x) 15x4 15x2 15x2(x +1)(x 1) ,

f (x) 60x3 30x。

 接著，解 f (x) 0，得 x 1或 1或 0（重根）。

 最後，利用極值的二階檢定法判定。

 1 因為 f ( 1) 30 0，所以 f ( 1) 4是極大值。

 2 因為 f (1) 30 0，所以 f (1) 0是極小值。

 3 因為 f (0) 0，所以二階檢定法不適用。

 此時，改用一階檢定法。將 f (x)的正、負整理成下表：

x 1 0 1

f (x) + 0 0 0 +

f (x) ↗ 4 ↘ 2 ↘ 0 ↗

由上表得知：f (x)在 x 0處的左右兩邊都遞減，因此 f (0) 2不是極值。

 故 f (x)有極小值 f (1) 0，極大值 f ( 1) 4。

  導函數為 f (x) 3x2 +2ax + b。

 因為在 x 1處有極小值 3，所以 f (1) 0且 f (1) 3，即

   
3+2a + b 0

1+ a + b +5 3
   

2a + b 3

a + b 3
，

 解得 a 0 , b 3。

補充例題

  已知函數 f (x) 2x3 +ax2 +bx 3在 x 1與 x 2處有極值，求實數 a , b的值。

 解：函數 f (x)的導函數為

f (x) 6x2 +2ax + b。

   因為 f (x)在 x 1與 x 2處有極值，所以

   
f (1) 6+2a + b 0

f (2) 24+4a + b 0
。

   解得 a 9 , b 12。

  已知三次函數 f (x)在 x 1處有極小值 4，且 lim f (x)
x

3，求 f (x)。

 解：設 f (x) ax3 +bx2 + cx + d（a 0）；其導函數為 f (x) 3ax2 +2bx + c。

   因為 f (x)在 x 1處有極小值 4，所以

   
f (1) 4

f (1) 0
   

a + b + c + d 4⋯⋯1

3a+ 2b + c 0⋯⋯2
。

   又因為 lim f (x)
x

3，且分母在 x 0的函數值為 0，

   所以分子在 x 0的函數值為 0，即 f (0) d 0⋯⋯3。

   代入 lim f (x)
x

3，得 3 lim (ax2 + bx + c) c⋯⋯4。

   由1234解得 a 5 , b 6 , c 3 , d 0。

   故 f (x) 5x3 6x2 3x。

1

2

1

2
x→0

x→0

x→0 x→0



4函數性質的判定

115

求函數 f (x) 3x5 5x3 2的極值。

隨堂練習

　　利用多項式函數的極值可以反求此函數，舉例如下。

已知三次函數 f (x) 在 x 0處有極大值 2，在 x 2處有極小值 2，

求 f (x)。

例題 13

f (x ) ax3 bx2 cx d a≠0

  f ' (x ) 3ax2 2bx c

f (x ) x 0 x 2

  f ' (0) 0 f ' (2) 0

f (x ) x 0 x 2 2 2

  f (0) 2 f (2) 2

 f ' (0) c 0

 f ' (2) 12a 4b c 0

 f (0) d 2

 f (2) 8a 4b 2c d 2

a 1 , b 3 , c 0 , d 2

f (x ) x3 3x2 2

已知函數 f (x) x3 ax2 bx 5在 x 1處有極小值 3，求實數 a , b的值。

解

隨堂練習
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2

極大值為 4，極小值為 0

a 0 , b 3

1

2

1
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戊 最佳化問題

　　很多實際的問題都會牽涉到求函數的極值。這裡，我們將應用求多項式函數

的極值之方法，找出解決問題的最佳方案，舉例如下。

將邊長為 6 公寸的正方形鐵片，四個角各截去一

個面積相等的正方形，如右圖所示；然後再將各

邊沿著虛線摺起來，做成一個無蓋的長方體容器。

設截去的正方形邊長為 x 公寸，且長方體的容積

為 f (x) 立方公寸（鐵片厚度不計）。

1 邊長 x的範圍為　　　　。

2 寫出函數 f (x)。

3 當 x為多少時，長方體的容積達到最大？

例題 14

1 

  0 < x < 3

2  (6 2x )2 x

x (6 2x )2 4x3 24x2 36x

  f (x ) 4x3 24x2 36x

3 f ' (x ) f ' (x )

  f ' (x ) 12x2 48x 36 12(x2 4x 3) 12(x 1) (x 3)

 f ' (x ) (0 , 3)

x 0 1 3
f ' (x ) 0
f (x ) 16

  f ( x ) (0 , 3)

f (1) 16 x 1

解
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教學要點

  應用求多項式函數極值的

方法，對實際的問題找出

最佳的解決方案。

1

1

1
最大容積
（請見享備課 /教學光碟）



4函數性質的判定

116-1

補充例題

  將一邊長為 12公分的正三角形紙板，三個角各截去大小相同的四邊形，如圖所示；再將各

  邊摺起來，作成一無蓋的三角柱紙盒。設截去四邊形的邊長 AH x公分，紙盒的容積為

f (x)立方公分（紙板的厚度不計）。

 1求 x的範圍。
 2寫出函數 f (x)。

 3當 x為多少時，紙盒的容積達到最大？

 解：1 因為 AH x小於原正三角形邊長的一半，且邊長為正數，所以 0 x 6。

   2 因為底面三角形的邊長為 (12 2x)公分，高為
x

    3
公分，

    所以容積為     3
4

(12 2x)2
‧

x
    3

x3 12x2 + 36x，即

f (x) x3 12x2 +36x。

   3 首先，求出 f (x)，並將 f (x)因式分解如下：

f (x) 3x2 24x +36 3(x 2)(x 6)。

    接著，將 f (x)在區間 (0 , 6)的正、負整理成下表：

x 0 2 6
f (x) + 0
f (x) ↗ 32 ↘

    最後，由函數的遞增與遞減得知，f (x)在區間 (0 , 6)上的最大值為 f (2) 32。

    故當 x 2時，紙盒的容積最大為 32立方公分。

1
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隨堂練習解答

  1 設截去的正方形邊長為 x公寸，且長方體的容積為 f (x)立方公寸。

  因為截去的正方形邊長必須小於 5公寸的一半，且邊長為正數，所以

0 x 2.5。

 2 因為長方體的底面積為 (8 2x)(5 2x)平方公寸，高為 x公寸，所以其容積為

  x(8 2x)(5 2x) 4x3 26x2 +40x立方公寸，即

f (x) 4x3 26x2 +40x。

 3 求出 f (x)，並將其因式分解如下：

f (x) 12x2 52x +40

        4(3x2 13x +10)
        4(x 1)(3x 10)。

  將 f (x)在區間 (0 , 2.5)的正、負整理成下表：

x 0 1 2.5
f (x) + 0
f (x) ↗ 18 ↘

  由函數的遞增與遞減得知，f (x)在區間 (0 , 2.5)上的最大值為 f (1) 18。

   故當截去的正方形邊長為 1公寸時，所得長方體的容積最大為 18立方公寸。

1



4函數性質的判定

117

將長 8 公寸、寬 5 公寸的矩形鐵片，四個角各截去一個面積相等的正方

形，然後再將各邊摺起來，做成一個無蓋的長方體容器。問：應截去邊

長為多少公寸的正方形，才能使長方體的容積最大？

隨堂練習

　　在例題 14中，我們只考慮體積的最佳化將一個正方形鐵片摺成一個
盒子。生活中經常將一張平面的紙摺成立體狀的包裝盒，例如圖 (a)的小
蛋糕禮盒、圖 (b)的有蓋包裝盒。它們的設計未必只考慮體積或表面積的
最佳化，有時也須兼顧美觀、容易攜帶、容易堆疊、⋯⋯等因素。

數學超展開

函數性質的判定
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1

1公寸
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　　再舉一個極值應用在生活上的例題。

要將一根直徑為 30吋的圓柱形木材鋸成長方體的

橫梁，截面是矩形，如圖所示。

設截面是寬為 x 吋、高為 y 吋的矩形，且橫梁的

強度 S和 xy2
成正比，即

S kxy2
，

其中 k是一個固定的正數。請回答下列問題。

1 寫出 x與 y的關係式。

2 求 x的範圍。

3 已知橫梁的強度 S為 x的函數 f (x)，求 f (x)。

4 當 x與 y分別為多少時，橫梁的強度 S最大？

例題 15

1 x2 y2 900

2

  0 < x < 30

3 y2 900 x2

  S kxy2 kx (900 x2) kx3 900kx

f (x ) kx3 900kx

4 f ' (x ) f ' (x )

  f ' (x ) 3kx2 900k 3k (x 10  3) (x 10  3)
f ' (x ) (0 , 30)

x 0 10   3 30
f ' (x ) 0

f (x ) 6000   3k

  f ( x ) (0 , 30)

6000   3k

x 10  3 y 10  6 S

解
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隨堂練習解答

  1 因為玻璃區域的周長為 16公尺，所以

2x +2y +rx 16 (2+r)x +2y 16。

 2 因為 y 16 (2 r)x
2

0，所以 x 16
2 r

。

  又 x 0，因此 0 x 16
2 r

。

 3 因為 y 16 (2 r)x
2

，所以玻璃區域的面積為

  2xy+ 1
2
rx2 2x‧ 16 (2 r)x

2
+ 1

2
rx2 16x (2+r)x2 + 1

2
rx2 (2+ 1

2
r) x2 +16x（平方公分），

  即 f (x) (2+ 1
2
r)x2 +16x。

 4 首先，求出 f (x)：f (x) (4+r)x +16。

  接著，將 f (x)在區間 (0 , 16
2 r )的正、負整理成下表：

x 0 16
4 r

16
2 r

f (x) + 0

f (x) ↗ f ( 16
4 r ) ↘

  最後，由函數的遞增與遞減得知，f (x)在區間 (0 , 16
2 r )上的最大值為 f ( 16

4 r )。
  故當 x 16

4 r
2.24時，玻璃區域的面積達到最大。

1
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要設計一扇羅曼式建築的玻璃窗，玻璃所涵蓋區域的

形狀是一個長方形及其上方的一個半圓，如圖所示。

設長方形區域的寬（即圓的直徑）為 2x 公尺、高為

y 公尺，且整個玻璃區域的周長為 16 公尺。請回答

下列問題。

1  寫出 x與 y的關係式。

2  求 x的範圍。

3  已知玻璃區域的面積為 x的函數 f (x)，求 f (x)。

4   當 x為多少時，玻璃區域的面積達到最大？（四捨五入至小數點第二

位）

隨堂練習

函數性質的判定
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1 (2+r)x +2y 16

2 0 x 16
2 +r

3 f (x) (2+ 1
2
r)x2 +16x

4 2.24

1
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　　舉一個極值應用在經濟學上的例題。

已知生產 x件產品的收入函數為

f (x) x3 186x2 375x（元），其中 0 x 160，

求收入達到最大時的產量，及此時的收入。

例題 16

f ' (x )

  f ' (x ) 3x2 372x 375

3(x2 124x 125)
3(x 1) (x 125)

f ' (x ) [0 , 160] x

x 1

x 0 125

f ' (x ) 0

f (x ) 0 f (125)

f (x ) f (125)

x 125

  f (125) 1253 186 1252 375 125 1000000

　　在例題 16 中，當產量超過 125 件時，工廠收入減少，可能是須付出較高的

加班費及維護費用的緣故。

已知銷售量為 x單位時，利潤函數為

f (x) 0.2x3 240x 500（元），

求利潤達到最大時的銷售量，及此時的利潤。

隨堂練習

解
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銷售量 20單位，利潤 2700元

1
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隨堂練習解答

  首先，求出 f (x)，並將其因式分解如下：

f (x) 0.6x2 +240

        0.6(x2 400)
        0.6(x +20)(x 20)。

 接著，將 f (x)在區間 [0 , )的正、負整理成下表：

x 0 20
f (x) + 0
f (x) ↗ f (20) ↘

 最後，由函數的遞增與遞減得知，f (x)的最大值為 f (20)。

 故當銷售量為 20單位時，利潤達到最大，此時的利潤為

f (20) 0.2 203 +240 20 500 2700（元）。

1
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習題解答

觀念澄清

1 ○：由反曲點的性質，得知正確。

2 ○：由極值可能發生的點，得知正確。

3 ×：若 f (x) (x 3)3
，則 f (x) 3(x 3)2

滿足 f (3) 0。但 f (3)不是極值。

4 ○：多項式函數被限制在閉區間上時，一定有最大值與最小值。

5 ○：由極值的二階檢定法，得知正確。

一、基礎題

1. 首先，求出 f (x)及 f (x)，並將它們因式分解如下：

f (x) 6x2 +6x +12 6(x 2)(x +1) ,

f (x) 12x +6 6(2x 1)。

 接著，將 f (x)的相關資料整理如下表：

x 1 1
2

2

f (x) 0 + + + 0
f (x) + + + 0

f (x) 17 7
2

10

 最後，根據上表得 f (x)的圖形如圖所示：

 由 f (x)的圖形得知選項123正確，4錯誤。

 故選123。

2. 導函數 f (x) 6x2 +2ax + b。

 由題意知，f (x)的增減情形在 x 2與 x 5處產生變化，得知方程式

 f (x) 6x2 +2ax + b 0的兩根為 2 , 5。因此，

   
24+4a + b 0

150+10a + b 0
   

4a + b 24

10a + b 150
，

 解得 a 21 , b 60。



習題4
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觀念澄清

關於多項式函數 f (x )，下列敘述對的打「○」，錯的打「×」。

 1 若點 (1 , f (1) ) 為 f (x ) 圖形的反曲點，則 f (1) 0。

 2 若 f (x ) 在 x 2處有極值，則 f ' (2) 0。

 3 若 f ' (3) 0，則 f (x ) 在 x 3處有極值。

 4 函數 f (x ) 在閉區間 [5 , 7] 上有最大值也有最小值。
 5 若 f ' (4) 0且 f (4) < 0，則 f (x ) 在 x 4處有極大值。

一、基礎題

關於函數 f (x ) 2x3 3x2 12x 10，選出所有正確的選項。

1 f (x ) 在區間 [ 1 , 2] 上是遞增函數

2 f (x ) 在區間 [2 ,∞) 上是遞減函數

3 f (x ) 在區間 (1 ,∞) 的圖形是凹口向下

4 f (x ) 圖形的反曲點為 (1 , 3)。

已知 f (x ) 2x3 ax2 bx 3在區間 [2 , 5] 上為遞減函數，在區間 [ 3 , 2] 與

[5 , 8] 上為遞增函數，求實數 a , b的值。 

1

2

123

a 21 , b 60

1○　2○　3×　4○　5○
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已知點 (1 , 8) 為三次函數 f ( x ) x3 ax2 bx 1圖形的反曲點，求實數 a , b

的值。

描繪下列各函數的圖形。

1 f (x ) x3 3x2 2。

2 f (x ) x4 8x2 3。 

求下列各函數的極大值與極小值。

1 f (x ) x3 9x2 15x 7。

2 f (x ) 3x4 8x3 6x2 5。

求函數 f (x ) x3 3x在閉區間 [0 , 2] 上的最大值與最小值。

3

4

5

6

a 3 , b 9

見解析

1 極大值為 14，極小值為 18

2 極小值為 5，沒有極大值

最大值為 2，最小值為 2
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3. 求出 f (x)及 f (x)如下：

f (x) 3x2 +2ax + b , f (x) 6x +2a。

 因為 f (x)的反曲點為 (1 , 8)，所以 f (1) 0，即 6 +2a 0 a 3。

 又因為點 (1 , 8)在 f (x)的圖形上，所以 f (1) 8，即 1+ a + b +1 8 a + b 6。解得 a 3 , b 9。

4. 1 首先，求出 f (x)及 f (x)，並將它們因式分解如下：

f (x) 3x2 6x 3x(x 2) , f (x) 6x 6 6(x 1)。

  接著，將 f (x)及 f (x)的正、負及各區間的略圖列表如下：

x 0 1 2
f (x) + 0 0 +
f (x) 0 + + +

f (x) 2 0 2

  最後，根據上表繪圖。

 2 首先，求出 f (x)及 f (x)，並將它們因式分解如下：
f (x) 4x3 +16x 4x(x 2)(x +2) ,

f (x) 12x2 +16 4(    3x 2)(    3x +2)。
   接著，將 f (x)及 f (x)的正、負及各區間的略圖列表如下：

x 2
2

   3
0

2
   3

2

f (x) + 0 0 + + + 0
f (x) 0 + + + 0

f (x) 13 53
9

3 53
9

13

  最後，根據上表繪圖。

5. 1 求出 f (x)與 f (x)，並將 f (x)因式分解如下：

f (x) 3x2 18x +15 3(x 1)(x 5) ,

f (x) 6x 18 6(x 3)。

  當 f (x) 0時，解得 x 1或 5。利用極值的二階檢定法，可得下面的結果。

   1因為 f (1) 12 0，所以 f (1) 14是極大值。

   2因為 f (5) 12 0，所以 f (5) 18是極小值。

  故 f (x)的極大值為 14，極小值為 18。

 2 求出 f (x)與 f (x)，並將 f (x)因式分解如下：
f (x) 12x3 24x2 +12x 12x(x 1)2 ,

f (x) 36x2 48x +12。

  當 f (x) 0時，解得 x 0或 1（重根）。利用極值的二階檢定法，可得下面的結果。

   1因為 f (0) 12 0，所以 f (0) 5是極小值。

   2因為 f (1) 0，所以二階檢定法不適用，改用一階檢定法來判定極值。將 f (x)的正、負整理成下表：

x 0 1

f (x) 0 + 0 +

f (x) ↘ 5 ↗ 6 ↗

  由上表得知：f (x)在 x 1處的左右兩側都遞增，因此 f (1) 6不是極值。

  故 f (x)的極小值為 f (0) 5，沒有極大值。
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6. 導函數為

f (x) 3x2 +3 3(x 1)(x +1)。

 當 f (x) 0時，解得 x 1或 1。

 再加上閉區間 [0 , 2]的兩個端點 0與 2，因此 f (x)的極值只可能發生在 x 0 , 1與 2共三點。

 將 f (x)的正、負列表如下：

x 0 1 2
f (x) + 0
f (x) 0 ↗ 2 ↘ 2

 由上表得知，f (x)的最大值為 2，最小值為 2。

7. 導函數為 f (x) 6x2 +2ax +12。

 因為在 x 1處有極大值 3，所以 f (1) 0且 f (1) 3，即

   
6 +2a+12 0

2 + a +12 + b 3
   

a 9

a + b 11
，

 解得 a 9 , b 2。

8. 首先，求出 f (x)，並將其因式分解如下：

f (x) 3x2 +12x +36 3(x2 4x 12) 3(x +2)(x 6)。

 接著，將 f (x)在區間 [0 , 9]的正、負整理成下表：

x 0 6 9
f (x) + 0
f (x) 0 ↗ 216 ↘ 81

 最後，由函數的遞增與遞減得知，f (x)的最大值為 216。

 故當生產 6件時，收入達到最大，此時的收入為 f (6) 216（百元）。

二、進階題

9. 設 f (x) ax3 +bx2 + cx + d（a 0）。導函數為

f (x) 3ax2 +2bx + c。

 依題意，可得聯立方程式

   

f (2) 0

f (2) 2

f (3) 9

f (3) 2

   

12a+4b + c 0

8a+4b+ 2c + d 2

27a+6b + c 9

27a+9b+ 3c + d 2

，

 解得 a 1 , b 3 , c 0 , d 2。

 故 f (x) x3 3x2 +2。
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已知函數 f (x ) 2x3 ax2 12x b在 x 1處有極大值 3，求實數 a , b的值。

已知生產 x 件產品的收入函數為 f ( x ) x 3 6 x 2 3 6 x（百元），其中

0 x 9，求收入達到最大時的產量及此時的收入。

二、進階題

已知三次函數 f ( x ) 在 x 2處有極小值 2，且此函數的圖形在 (3 , 2) 與直

線 y 9x 25相切，求 f (x )。

7

8

9

a 9 , b 2

生產 6件，收入 216百元

x3 3x2 +2
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已知三次函數 f (x )在 x 1處有極大值 3，且 (0 , 1)是其圖形的反曲點，

求 f (x )。

已知函數 f (x ) x3 3x k的圖形與直線 y 3相切，求實數 k的值（兩解）。

將一個邊長為 12公寸的正六邊形紙張，六個角各截去

一個相同的箏形，如圖所示；然後再將各邊沿著虛線

摺起來，做成一個無蓋的正六角柱形狀的盒子。

設箏形的短邊長度為 x 公寸，且盒子的容積為 f ( x ) 立

方公寸（紙張厚度不計），回答下列問題。

1  盒子的高度為　　　　公寸。（以 x表示）

2  寫出函數 f (x )。

3  當 x為多少時，盒子有最大的容積？又最大容積為何？

10

11

12

2x3 6x 1

1或 5

1    3x

2 f (x) 18(x3 12x2 +36x)
3 當 x 2時，盒子有最大的容積 576立方公寸
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10. 設 f (x) ax3 +bx2 + cx + d（a 0）。求出 f (x)與 f (x)，得

f (x) 3ax2 +2bx + c , f (x) 6ax+2b。

 因為 f (x)在 x 1處有極大值 3，所以 f ( 1) 0且 f ( 1) 3。

 又因為 (0 , 1)是圖形的反曲點，所以 f (0) 0且 f (0) 1。

 因此，可得聯立方程式

   

f ( 1) 3a 2b + c 0

f ( 1) a + b c + d 3

f (0) 2b 0

f (0) d 1

。

 解得 a 2 , b 0 , c 6 , d 1。

 故 f (x) 2x3 6x 1。

11. 由 f (x)的導函數

f (x) 3x2 3 3(x 1)(x +1)，
 得 f (x)的兩個極值為 f ( 1) 2 + k及 f (1) 2 + k。

 又因為 f (x)的三次項係數為正，所以 f (x)的圖形如圖所示。

 因為圖形與直線 y 3相切，所以

2 + k 3或 2+ k 3。
 故 k 1或 5。

12. 1  因為正六邊形的每一個內角為 120 ，所以箏形的四個內角分別為 90 、120 、60 、90 。

  因此，箏形的長對角線會將其分割成兩個 90 60 30 的直角三角形，如右圖所示。

  因為箏形的短邊長度為 x公寸，即圖中 30 角的對邊長為 x公寸，

  所以 60 角的對邊長為    3x公寸，也就是說，盒子的高度為    3x公寸。

 2 因為箏形的短邊長小於原正六邊形邊長的一半，且邊長為正數，所以

0 x 6。

  盒子的底面仍為一個正六邊形，其邊長為 12 2x公寸，且其面積為

6×    3
4

(12 2x)2 3    3
2

(12 2x)2 6    3(6 x)2

  平方公寸。又由1得知盒子的高為    3x公寸，因此盒子的容積為

6    3(6 x)2
×   3x 18x(6 x)2 18(x3 12x2 +36x)

  立方公寸，即 f (x) 18(x3 12x2 +36x)。
 3 首先，求出 f ' (x)，並將 f ' (x)因式分解如下：

f ' (x) 18(3x2 24x +36) 54(x2 8x +12) 54(x 2)(x 6)。

  接著，將 f ' (x)在區間 (0 , 6)的正、負整理成下表：

x 0 2 6
f ' (x) + 0
f (x) ↗ 576 ↘

  最後，由函數的遞增與遞減得知，f (x)在區間 (0 , 6)上的最大值為 f (2) 576。

  故當 x 2時，盒子有最大的容積，且最大容積為 576立方公寸。
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13. 依題意，得利潤函數為

P(x) 20x C(x) 20x (x2 10x +20) x2 +30x 20（千元）。
 首先，求出 P (x)，並將其因式分解如下：

P (x) 2x +30 2(x 15)。
 接著，將 P (x)在區間 [0 , )的正、負整理成下表：

x 0 15

P (x) + 0

P(x) 20 ↗ 205 ↘

 最後，由函數的遞增與遞減得知，P(x)的最大值為 205。

 故生產此產品 15件利潤達到最大，此時的利潤為 205千元。

14. 1 因為 C (x)為一次式，所以 C(x)為二次式。設 C(x) ax2 + bx + c，則

C (x) 2ax + b，
  得 2a 0.2 , b 10，解得 a 0.1 , b 10。

  又 C(0) c 10，故 C(x) 0.1x2 +10x +10。

 2 因為利潤 收入 成本，所以

      P(x) R(x) C(x) (20x 0.2x2) ( 0.1x2 +10x +10) 0.1x2 +10x 10。
 3 首先，求出 P (x)，並將其因式分解如下：

P (x) 0.2x +10 0.2(x 50)。
  接著，將 P (x)在區間 [0 , )的正、負整理成下表：

x 0 50
P (x) + 0
P(x) 10 ↗ 240 ↘

  最後，由函數的遞增與遞減得知，P(x)的最大值為 240。

  故生產此產品 50件利潤達到最大，此時的利潤為 240千元。



125

設生產 x件產品的成本函數為

C (x ) x2 10x 20（千元）。

若每件產品的銷售價為 2萬元，則生產此產品多少件利潤最大？又最大利

潤為何？

設生產 x 件產品的收入函數為 R ( x ) 20x 0.2x2
（千元），邊際成本函數為

C' (x ) 10 0.2x（千元／件），且固定成本 C (0) 10（千元）。

1  已知成本函數 C (x ) ax2 bx c，求 a , b , c的值。

2  利用利潤 收入 成本，求利潤函數 P (x )。

3  試問生產此產品多少件利潤最大？又最大利潤為何？

13

14

1 a 0.1 , b 10 , c 10

2 P(x) 0.1x2 +10x 10

3 生產 50件，利潤最大 240千元

生產 15件，利潤最大 205千元 
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補充教材

 函數的極值（補充多項式函數的極值）
若函數 f (x)在 x = c有極值且可微分，則 f (c) = 0。

【證明】

若 f (c) 0，則因為

f (c) = lim f (x) f (c)
x c

，

所以 x在很靠近 c但不等於 c時， f (x) f (c)
x c

與其極限 f (c)之間的差，可以小過給定的正數 f (c)
2
，亦即

f (c)
2

f (x) f (c)
x c

f (c) f (c)
2
，

因此，

0 f (c)
2

f (x) f (c)
x c

3f (c)
2
。

因為當 x很靠近 c但不等於 c時， f (x) f (c)
x c

為正，所以 x在 c附近且 x c的時候，f (x) f (c)，

同時 x在 c附近且 x c的時候，f (x) f (c)，這些與 f在 x = c有極值矛盾。

同理，f (c) 0也會得到矛盾。故 f (c) = 0。

x→c
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