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微分 

 導數與切線 

1. 割線、切線與導數： 

 設   ,P a f a 是函數  f x 圖形上的一個定點，而   ,Q x f x 是圖形上異於 P 的一點，

連接 P 與Q可得一割線 PQ，如圖所示。根據斜率的定義，得割線 PQ的斜率為 

   f x f a

x a




。 

 若令 x x a   為 x的變化量，    y f x f a   為 y 的變化量，則割線PQ的斜率可表示

為 

   f x f ay

x x a




 
。 

     

 現在讓Q點沿著函數圖形向 P 點靠近，使變化量 x 逐漸減小（ 0x  ）。當 x 趨近於

0 時，如果這些割線的斜率趨近於定值m，即 

   
0

lim lim
x x a

f x f ay
m

x x a  


 

 
， 

 那麼稱通過 P 點且斜率為m的直線為  f x 的圖形在 P 點的切線，而 P 點稱為切點。因

此，當極限 

   
lim
x a

f x f a

x a




 

 存在時，此極限就是以點   ,a f a 為切點的切線斜率，我們稱這個極限為函數  f x 在

x a 處的導數，並以符號  f a 表示。 

（搭配課本 P.76～P.82）
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2. 導數與切線的斜率。 

(1) 導數的定義：當極限
   

lim
x a

f x f a

x a




存在時，稱此極限為函數  f x 在 x a 處的導數，

 記作  f a ，即 

     
lim
x a

f x f a
f a

x a


 


。 

(2) 導數與切線的斜率：若導數  f a 存在，則稱通過點   ,P a f a 且斜率為  f a 的直

線為函數  f x 的圖形在 P 點的切線，而 P 點稱為切點。 

3. 可微分與不可微分： 

 當函數  f x 在 x a 處的導數  f a 存在時，我們稱  f x 在 x a 處可微分。反之，當

 f a 不存在時，稱  f x 在 x a 處不可微分。 

 

 

設函數   2f x x 。 

(1)求  f x 在 1x  處的導數  1f  。 

(2)在  f x 的圖形上，求以點  1,1P 為切點的切線方程式。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

設函數   2f x x x  。 

(1)求  f x 在 2x  處的導數  2f  。 

(2)在  f x 的圖形上，求以點  2, 2P 為切點的切線方程式。 

 

  

【配合課本例 1】 
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在函數   3 1f x x  的圖形上，求以點  1, 2P   為切點的切線方程式。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在函數   3f x x 的圖形上，求以點  2, 8P   為切點的切線方程式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

討論函數  f x x 在 0x  及 1x  處的導數是否都存在？ 

 
 

  

【配合課本例 2】 

【配合課本例 3】 
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高斯函數    f x x 在 0x  處是否可微分？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1)試證：若函數  f x 在 x a 處可微分，則  f x 在 x a 處連續。 

(2)舉例說明：連續未必可微分。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知   2

2 1

1

x k x
f x

x x

 
 



，當

，當
在 1x  處可微分，求 k 的值。 

 

  

【配合課本內文】 
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 導函數 

1. 導函數： 

 給定函數  f x ，當  f x 定義域中的每一個數 a其導數  f a 均存在時，稱  f x 為  f x

的導函數，並稱  f x 為可微分函數。 

 給定函數   2f x x 。設 a為實數，由導數的定義，得 

       
2 2

lim lim lim 2
x a x a x a

f x f a x a
f a x a a

x a x a  

      
 

。 

 此時，從 a 對應到   2f a a  構成了另一個函數，稱其為  f x 的導函數，記作

 f x ，即   2f x x  。 

2. 微分： 

 當  f x 為可微分函數時，「求函數  f x 的導函數」的過程，稱為將函數  f x 微分。 

 

 

求函數   3 23f x x x  的導函數。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

求函數   2 2f x x x  的導函數。 

 

  

【配合課本例 4】 

（搭配課本 P.83～P.85）
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求函數  f x x （ 0x  ）的導函數。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

求函數   2

1
f x

x
 （ 0x  ）的導函數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 微分公式(一) 

［公式 1］ 若常數函數  f x c ，則   0f x  ，即   0c   。 

［證 明］ 設 a為實數。計算  f a 如下： 

        
lim lim lim0 0
x a x a x a

f x f a c c
f a

x a x a  

     
 

。 

   故   0f x  。 

  若   3f x  ，則   0f x  。 

 

【配合課本例 5】 

（搭配課本 P.86～P.88）
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［公式 2］ 若函數   nf x x （ n為正整數），則   1nf x nx   ，即   1n nx nx   。 

［證 明］ 設 a為實數。計算  f a 如下： 

        
lim lim

n n

x a x a

f x f a x a
f a

x a x a 

   
 

 

   
  1 2 2 3 2 1

lim
n n n n n

x a

x a x ax a x a x a

x a

    



     





 

    1 2 2 3 2 1lim n n n n n

x a
x ax a x a x a    


       

   1nna  。 

  故   1nf x nx   。 

  若   3f x x ，則   23f x x  。 

［公式 3］ 若函數  f x 是可微分函數， c為常數，則  cf x 也是可微分函數，且 

    cf x cf x  。 

［證 明］ 設 a是  f x 定義域中的實數，並令    h x cf x 。計算  h a 如下： 

                  lim lim lim
x a x a x a

h x h a cf x cf a f x f a
h a c cf a

x a x a x a  

  
     

  
。 

   故    h x cf x 也是可微分函數，且    h x cf x  。 

［公式 4］ 若函數  f x 與  g x 是可微分函數，則    f x g x 也是可微分函數，且 

        f x g x f x g x     。 

［證 明］ 設a是  f x 與  g x 共同定義域中的實數，並令      h x f x g x  。計算  h a 如下： 

                  
lim lim
x a x a

f x g x f a g ah x h a
h a

x a x a 

  
  

 
 

   
               

lim lim lim
x a x a x a

f x f a g x g a f x f a g x g a

x a x a x a x a  

    
        

 

      f a g a   。 

  故      h x f x g x  是可微分函數，且      h x f x g x    。 

  利用公式 1～4，求多項式函數   3 25 4 3f x x x   的導函數： 

      3 25 4 3f x x x          3 25 4 3x x       

         3 25 4 3x x       25 3 4 2 0x x       

   215 8x x  。 

1. 多項式函數的導函數公式： 

 實係數多項式函數   1 2
1 2 1 0

n n
n nf x a x a x a x a x a

      為可微分函數，且其導函數為

   1 2
1 2 11 2n n

n nf x na x n a x a x a 
       。 
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已知   3 23 4 5f x x x x    ，求導函數  f x 。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

已知   4 3 22 3 5 8f x x x x x     ，求導函數  f x 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

設 二 次 函 數  f x 的 導 函 數 為   2 7f x x   ， 而 且 在 點   2, 2f 的 切 線 方 程 式 為

3 7y x   ，求  f x 。 

 
 

 

  

【配合課本例 6】 

【常考題】 
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設三次函數  f x 的導函數為   23 4 1f x x x    ，而且在點   2, 2f 的切線方程式為

5 3y x  ，求  f x 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 微分公式(二) 

［公式 5］ 若  f x 與  g x 是可微分函數，則    f x g x 也是可微分函數，且 

            f x g x f x g x f x g x       。 

［證 明］ 設 a是  f x 與  g x 共同定義域中的實數，並令      h x f x g x  。計算  h a 如下： 

        
lim
x a

h x h a
h a

x a


 


 

   
       

lim
x a

f x g x f a g a

x a

  



 

   
               

lim
x a

f a g

a

gx ff x g x f a a

x

a g x



     


 

   
             

lim
x a

f x f a g x f a g x g a

x a

    



 

   
           

lim
x a

f x f a g x g a
g x f a

x a x a

  
      

 

   
           

lim lim lim
x a x a x a

f x f a g x g a
g x f a

x a x a  

 
   

 
。 

   （因為  f x ，  g x 可微分，所以上式中的極限都分別存在。） 

   因為  g x 在 x a 處可微分，所以  g x 在 x a 處連續，即    lim
x a
g x g a


 。 

   
代入上式，得 

         h a f a g a f a g a      。 

   故          h x f x g x f x g x      。 

（搭配課本 P.89～P.95）
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［公式 6］ 若  f x 與  g x 是可微分函數，則
 
 
f x

g x
在   0g x  處是可微分函數，且 

  
 
 

       
  2

f x f x g x f x g x

g x g x

     
  

 
。 

［證 明］ 設 a是  f x 與  g x 共同定義域中的實數，且   0g a  ，並令    
 
f x

h x
g x

 。 

   計算  h a 如下： 

        
lim
x a

h x h a
h a

x a


 


 

   

 
 

 
 

lim
x a

f x f a

g x g a

x a





 

   
       
     

lim
x a

f x g a f a g x

x a g x g a

  


  
 

   
               

     
lim
x a

f a g a f

a

f x g a f a g x

x a g g

a a

x

g


  


  
 

 

   
             

     
lim
x a

g a f x f a f a g x g a

x a g x g a

    


  
 

   
               1

lim
x a

f x f a g x g a
g a f a

g x g a x a x a

   
          

 

   
               1

lim lim lim
x a x a x a

f x f a g x g a
g a f a

g x g a x a x a  

    
            

。 

   （因為  f x 與  g x 可微分，所以上式中的極限都分別存在。） 

   因為  g x 在 x a 處可微分，所以  g x 在 x a 處連續，即    lim
x a
g x g a


 。 

   代入上式，得 

         
  2

g a f a f a g a
h a

g a

   
  。 

   故          
  2

f x g x f x g x
h x

g x

   
  。 

［公式 7］ （連鎖律）若  f x 與  g x 是可微分函數，則合成函數   g f x 也是可微分函數， 

   且 

           g f x g f x f x    。 （證明省略） 
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已知函數     2 31 2h x x x   ，求  h x 。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知函數     2 32 2 4 5h x x x x x     ，求  1h 的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知函數  
2

2

1

2

x
h x

x x




 
，求  h x 。 

 
 

  

【配合課本例 8】 

【配合課本例 7】 
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已知函數   2

3

2 5

x
h x

x x




 
，求  1h 的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知函數   2

1

2 5
h x

x x


 
，求  h x 。 

 
 

 

  

【配合課本例 9】 
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已知函數   2

1
h x

x
 ，求  h x 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知函數   2 3f x x x   ，   5g x x ，求合成函數   g f x 的導函數。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知函數   2 3f x x  ，   6g x x ，求合成函數   g f x 的導函數。 

 

 

  

【配合課本例 10】 
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求函數    42 3 5h x x x   的導函數。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

求函數    7
3 5h x x  的導函數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知函數      10 202 1 2 3h x x x x    ，求  1h 的值。 

 
 

 

  

【配合課本例 11】 

【配合課本例 12】 
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(1)已知    10
3f x x  ，求  2f  的值。 

(2)已知      10 20
3 2 3h x x x   ，求  2h 的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知函數  
3

2

2 5

1

x
f x

x

    
，求  1f  的值。 

 
 

 

  

【常考題】 
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已知函數  
4

1

2

x
f x

x

    
，求  2f  的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 高階導函數 

1. 高階導函數： 

 導函數「  f x 」的導函數稱為  f x 的二階導函數，記作  f x 。 

 二階導函數「  f x 」的導函數稱為  f x 的三階導函數，記作  f x ； 

 四階以上的導函數，記作    4f x ，    5f x ，。 

2. 泰勒展開式： 

 將 n次多項式  f x 表成  x a 的多項式： 

       2

0 1 2

n

nf x a a x a a x a a x a        。 

 此形式稱為多項式  f x 在 x a 的泰勒展開式。 

 

 

已知函數   3 23 4 5f x x x x    ，求  f x 、  f x 、  f x 、    4f x 。 

 
 

 

  

【配合課本例 13】 

（搭配課本 P.96～P.97）
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已知函數   4 24 5f x x x   ，求  f x 、  f x 、  f x 、    4f x 。 

 

 

 

 

 

設        2 33
0 1 2 36 1 1 1 1f x x x a a x a x a x          。 

(1)求 0a 、 1a 、 2a 、 3a 的值。 

(2)求  1.01f 的近似值到小數點以下第二位（第三位四捨五入）。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

設        2 33 2
0 1 2 33 4 1 1 1f x x x x a a x a x a x           。 

(1)求 0a 、 1a 、 2a 、 3a 的值。 

(2)求  0.99f  的近似值到小數點以下第二位（第三位四捨五入）。 

 

 

 

  

【配合課本例 14】 
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 導數的應用 

1. 求切線方程式： 

 在函數  f x 的圖形上，以點   ,P a f a 為切點的切線斜率等於導數  f a 。 

2. 一次估計（又稱一次近似）公式： 

 若函數  f x 在 x a 處可微分，則當 x很接近 a時，  f x 近似

於     f a f a x a  。 

 說明： 

 如圖，設函數  f x 在 x a 處可微分，   ,P a f a 是其圖形上一點，過 P 點的切線為

    :L y f a f a x a   ，過 x 的鉛直線交函數圖形於點   ,Q x f x ，交切線 L 於點

      ,A x f a f a x a  。 

 

 當 x很接近 a時，Q點也很接近 A點，此時Q點與 A點的 y 坐標近似，即  f x 近似於

    f a f a x a  。 

 由於     f a f a x a  是 x的一次函數，於是稱它為  f x 在 x a 附近的一次估計。 

3. 導數在運動學上的意義： 

 設某質點作直線運動，且時刻 t的位置函數為  s t 。 

(1) 若  s t 可微分，則  s t 是此質點的速度函數。 

(2) 若  s t 可微分，則  s t 是此質點的加速度函數。 

 

  

（搭配課本 P.98～P.105）
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在函數      2 3
1 2 3f x x x   的圖形上，求以點  2,1P 為切點的切線方程式。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

在函數    32 2f x x x  的圖形上，求以點  1, 1P  為切點的切線方程式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在函數   3 23 4 5f x x x x    的圖形上，已知以點 P為切點的切線斜率為 5，求切點 P的

坐標。 

 
 

 

  

【配合課本例 15】 

【配合課本例 16】 
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在函數   2 2f x x x   的圖形上，已知以點 P為切點的切線斜率為 3，求切點 P的坐標。 

 

 

 

 

 

 

 

已知在函數   3 2 8f x x ax bx    圖形上所有切線的斜率中，以  2, 10P  為切點的切線斜

率最小，求實數 a、b的值。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知   3 23 6 5f x x x x     ，求在  f x 圖形上所有切線的斜率中，斜率最大的切線方程

式。 

 

 

  

【常考題】 
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已知  3, 6P  為二次函數   2 4 1f x x x   圖形外一點，求過 P點的切線方程式。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知  2,6P 為二次函數   2 4 1f x x x    圖形外一點，求過 P點的切線方程式。 

 

  

【配合課本例 17】 
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在坐標平面上，假設有一公路的路徑是函數   2 7f x x   （ 3 3x   ）

的圖形，回答下列問題。 

(1)導函數  f x     。 

(2)已知汽車行駛到 P點時，剛好看到位於點  4,0Q 的加油站，求 P點

的坐標。 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在坐標平面上，假設有一高牆的邊界是函數   2 9f x x   （ 3 3x   ）

的圖形，回答下列問題。 

(1)導函數  f x     。 

(2)已知甲站在點  0,10 處，乙從原點向東走，請問：乙至少要走多少

單位長才會看到甲？ 

 

 

  

【常考題】 
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設函數   3 6 1f x x x   。 

(1)求函數  f x 在 1x  附近的一次估計。 

(2)使用(1)，求  1.01f 的近似值，並求它與  1.01f 的精確值8.090301相差多少？ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

設函數   3 22 3f x x x   。 

(1)求  f x 在 1x  附近的一次估計。 

(2)使用(1)，求  0.98f 的近似值，並求它與  0.98f 的精確值 5.861992相差多少？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1)已知 n為正整數，且    1
n

f x x  ，求  f x 在 0x  附近的一次估計。 

(2)利用(1)，求  531 10 的近似值。 

 
 

  

【配合課本例 18】 

【配合課本例 19】 
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將本金1萬元存入銀行，年利率1.2% ，每年計息一次，使用一次估計的方法估算存滿8年

的本利和。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知有一直線運動的質點之位移函數是   2100 4.9S t t t  ，求此質點在時刻 2t  的瞬時速

度及瞬時加速度。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

某人對新款自行車做一百公尺速度測試，測得起跑 t秒後前進的距離為   21
5

2
S t t t  公

尺。 

(1)求在 3t  秒時的瞬時速度及瞬時加速度。 

(2)求衝過終點線時的瞬時速度。 

 

 

  

【配合課本例 20】 
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單元 3 微分 

 

 導數的另一種定義 

函數  f x 在 x a 處的導數  f a 之定義也可以寫成 

         
 

   
0 0

lim lim lim
x a h h

f x f a f a h f a f a h f a
f a

x a a h a h  

    
   

  
。 

 根據上述定義，函數   2f x x 在 2x  的導數為 

          
2

0 0 0

2 2 2 4
2 lim lim lim 4 4

h h h

f h f h
f h

h h  

   
      。 

 

 

已知多項式  f x 滿足  1 2f   。 

(1)求    
0

1 4 1
lim
h

f h f

h

 
。  (2)求    

0

1 2 1 3
lim
h

f h f h

h

  
。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知多項式  f x 滿足  3 0f  ，  3 5f   ，求
 

0

3
lim

2h

f h

h


。 

 

 

  

【常考題】 

（補充）
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 已知   3 22 5f x x x   。 

(1)求    
2

2
lim

2x

f x f

x




。  (2)求    
2

2
lim

2x

f x f

x

 


。 主一二三 

  

 

 

 

 

 已知函數  f x 的圖形通過點  1, 1 ，且   23 4 7f x x x     ，求  f x 。 主三  

  

 

 

 

 

 已知     2 23 1 3 5f x x x x x     ，求  1f  的值。 主四 

  

 

 

 

 

 已知   2

3

3 1

x
f x

x x


 
，求  2f  的值。 主四  

  

 

 

 

 

 已知   2 3 2f x x x   ，   3 1g x x  ，且     h x g f x ，求  1h 的值。 主四  

  

 

  



89

單元 3 微分 

 

 

 (1)已知    63 22 4f x x x  ，求  1f  的值。 

(2)已知      2 21 2 2f x x x   ，求  1f  的值。 主四  

  

 

 

 

 

 已知  
3

2

3 7

4

x
f x

x

    
，求  0f  的值。 主四  

  

 

 

 

 

 求在函數      6
1 2 2 3f x x x   的圖形上，以點  1, 1P  為切點的切線方程式。 主六  

  

 

 

 

 

 求平行於直線 5y x ，且與函數   3 23 4 7f x x x x    的圖形相切的直線方程式。 主六  

  

 

 

 

 

 設函數   3 2 3f x ax bx   在 1x   的切線為 3 4y x  ，求實數 a、b的值。 主六  
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單元 3 微分 

 

 

 已知  1,2P 為二次函數   2 1f x x x   的圖形外一點，求通過 P點的切線方程式。 主六  

  

 

 

 

 

 在函數   3 26f x x x   圖形上所有切線的斜率中，求斜率最大的切線方程式。 主六  

  

 

 

 

 

 設函數   4 3 22 1f x x x x x     。 

(1)求函數  f x 在 1x  附近的一次估計。 

(2)使用(1)，求  1.01f 的近似值。 主六  

  

 

 

 

 

 已知多項式  f x 滿足  1 0f  ，  1 6f    ，求
 

0

1 2
lim

3h

f h

h


的值。 主七  

  

 

 

 

 
 已知   2 1 2 2f x x x x     ，求  3f  的值。 
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 設函數  
3

2

2

2

x x
f x

x ax b x

  
  

，當

，當
在 2x  處可微分，求  3f 的值。 

  

 

 

 

 

 已知多項式函數  f x 滿足
 

2
lim 5

2x

f x

x



。 

(1)求  2f 的值。  (2)求  2f  的值。 

  

 

 

 

 

 已知 P為   2 2 2f x x x   圖形外一點，且過 P點的二條切線的斜率分別為 6 及 2 ，求 P點

的坐標。 

  

 

 

 

 

 已知通過函數   2f x x x k   的圖形外一點  1,1P 的兩條切線互相垂直，求實數 k 的值。 

  

 

 

 

 

 已知三次多項式  f x 滿足      1 2 2 0f f f    ，  0 8f    ，求  f x 。 
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 若函數   2 4 5f x x x   ，則  1f       。 【新竹中學】 

  

 

 

 

 

 已知函數  
42

3

2 5 1

1

x x
f x

x

  
   

，求  1f      。 【臺南二中】 

  

 

 

 

 

 在函數      32 33 2 1f x x x x x     的圖形上，求以點   1, 1P f 為切點的切線方程式

為   。 【臺南二中】 

  

 

 

 

 

 設函數   3f x x ax  ，   2g x bx cx  。若兩個函數圖形都通過點  1,0P  ，並且在 P點的

切線相同，則序組  , , =a b c    。 【臺南女中】 
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單元 3 微分 

 

 

 設  P x 為三次實係數多項式，其圖形通過  0, 5 、 1, 1  兩點，且  y P x 的圖形在  0, 5

處的切線斜率為1，在  1, 1  處的切線斜率為 10 ，則以降冪排列表示  P x 得   。 

 【臺中女中】 

  

 

 

 

 

 已知 a、 b為實數，且  
2 3

2 3

x ax b x
f x

bx a x

   
 

 

，當

，當
為可微分函數，求數對  ,a b     。 

 【武陵高中】 

  

 

 

 

 

 已知函數   4 3 23 5 6 7f x x x x x     ，回答下列問題。 

(1)  f x 在 1x  附近的一次估計為   。 

(2)以(1)的結果求  0.98f 的近似值為   。 【臺中女中】 

  

 

 

 

 

 設  f x 、  g x 為可微分函數，且
 

3

2
lim 1

3x

f x

x





，

 
3

1
lim 2

3x

g x

x





，令      F x f x g x ，

則  3F      。 【新竹中學】 
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 已知多項式  f x 滿足  1 0f  及  1 15f    ，求
 

0

1
lim

3h

f h

h


的值。 【指甲】 

  

 

 

 

 

 

 

 

 設  p x 為三次實係數多項式函數，其圖形通過  1,3 、 1,5 兩點。若  p x 的圖形在點  1,3

的切線斜率為 7 ，而在點  1,5 的切線斜率為 5 ，試求  p x 。 【指甲】 

  

 

 

 

 

 

 

 

 已知多項式函數  f x 滿足
 

0
lim 3
x

f x

x
 ，求  f x 的圖形在 0x  處的切線方程式。 

   【指甲（修）】 
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