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1-4	正餘弦函數的疊合

正餘弦函數的疊合

設 a，b 是不全為 0 的實數，則 a sinx + b cosx = √a2 + b2 sin（x + θ），

其中 θ 滿足 cosθ = 
a

√a2 + b2，sinθ = 
b

√a2 + b2。

z：3 sinx + 4 cosx = 5 sin（x + θ），其中 θ 滿足 cosθ = 
3
5，

sinθ = 
4
5。

z：5 sinx + 12 cosx = 13 sin（x + θ），其中 θ 滿足 cosθ = 
5

13，
sinθ = 

12
13。

z：y = sinx + cosx = √2 sin（x + 
π

4），圖形如下。

重點整理

例題 �1	 將正餘弦函數疊合成正弦曲線

將下列函數疊合成正弦曲線的形式，即 y = r sin（x + θ），其中 r > 0，−π < θ < π：
1 y = sinx + √3 cosx。（5 分）
2 y = 3 sinx − 4 cosx。（5 分）

 1 y = sinx + √3 cosx = 2（
1
2  sinx + 

√3
2  cosx）

     = 2（cos 
π

3  sinx + sin 
π

3  cosx）= 2（sinx cos 
π

3  + cosx sin 
π

3）

     = 2 sin（x + 
π

3）
2 y = 3 sinx − 4 cosx

     = 5（
3
5  sinx +（−

4
5）cosx）

     = 5 sin（x + φ），其中 cosφ  = 
3
5，

sinφ  = −
4
5

x
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例題 �2	 將正餘弦函數疊合成餘弦曲線

將下列函數疊合成餘弦曲線的形式，即 y = r cos（x + θ），其中 r > 0，−π < θ < π：
1 y = sinx + cosx。（5 分）
2 y = 4 sinx − 3 cosx。（5 分）

 1 y = sinx + cosx = √2（
1
√2  sinx + 

1
√2  cosx）= √2（sin 

π

4  sinx + cos 
π

4  cosx）

     = √2（cosx cos 
π

4  + sinx sin 
π

4）= √2 cos（x − 
π

4）

2 y = 4 sinx − 3 cosx = 5（
4
5  sinx − 

3
5  cosx）= 5（−sinφ  sinx + cosφ  cosx）

     = 5 cos（x + φ），其中 sinφ  = −
4
5，

cosφ  = −
3
5

例題 �3	 正餘弦函數疊合的最大值與最小值（一）

試求下列各函數的最大值與最小值﹕

1 y = 5 sinx − 12 cosx + 3。（5 分） 2 y = sinx + 2 cosx。（5 分）

 1 y = 5 sinx − 12 cosx + 3 = 13（
5

13  sinx − 
12
13  cosx）+ 3

   = 13 sin（x − θ）+ 3，其中 cosθ = 
5

13，
sinθ = 

12
13

 因為 sin（x − θ）的最大值為 1，最小值為 −1，所以 y 的最大值為 16，最小值為 −10

2 y = sinx + 2 cosx  = √5（
1
√5  sin x + 

2
√5  cosx）

   = √5 sin（x + θ），其中 cosθ = 
1
√5，

sinθ= 
2
√5

 因為 sin（x + θ）的最大值為 1，最小值為 −1，所以 y 的最大值為 √5，最小值為 −√5

例題 �4	 正餘弦函數疊合的最大值與最小值（二）

1 將函數 y = sinx + √3 cosx 疊合成正弦曲線的形式，即 y = r sin（x + θ），其中 r > 0， 
−π < θ < π。（4 分）

2 在 0 ≤ x ≤ 2π 範圍內，求此函數的最大值，並寫出此時的 x 值。（3 分）
3 在 0 ≤ x ≤ 2π 範圍內，求此函數的最小值，並寫出此時的 x 值。（3 分）

 1 y = 2（
1
2  sinx + 

√3
2  cosx）= 2 sin（x + 

π

3）

2 令 φ  = x + 
π

3，由題意 
π

3  ≤ φ  ≤ 
7π
3 ，y = 2 sinφ

 當 φ  = 
π

2  時，y 有最大值 2，此時 x = 
π

2  − 
π

3  = 
π

6

3 φ  = 
3π
2  時，y 有最小值 −2，此時 x = 

3π
2  − 

π

3  = 
7π
6

x

x

x
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例題 �5	 正餘弦函數疊合的最大值與最小值（三）

1 將函數 y = 2 sin（
π

6  − x）− 2 cosx 疊合成正弦曲線的形式，即 y = r sin（x + θ），其中 

 r > 0，−π < θ < π。（4 分）
2 在 0 ≤ x ≤ 2π 範圍內，求此函數的最大值，並寫出此時的 x 值。（3 分）
3 在 0 ≤ x ≤ 2π 範圍內，求此函數的最小值，並寫出此時的 x 值。（3 分）

 1 y = 2（
1
2  cosx − 

√3
2  sinx）− 2 cosx = −√3 sinx − cosx

     = 2（−
√3
2  sinx − 

1
2  cosx）= 2 sin（x − 

5π
6 ）

2 令 φ  = x − 
5π
6 ，由題意，

−
5π
6  ≤ φ  ≤ 

7π
6 ，y = 2 sinφ

 sinφ  = 1 時，y 有最大值 2，此時 φ  = 
π

2，得 x = 
4π
3

3 sinφ  = −1 時，y 有最小值 −2，此時 φ  = −
π

2，得 x = 
π

3

例題 �6	 正餘弦函數疊合解方程式

在 0 ≤ x ≤ 2π 範圍內，解方程式 cosx + √3 sinx = 1。（10 分）

 令 y = √3 sinx + cosx = 2（
√3
2  sinx + 

1
2  cosx）= 2 sin（x + 

π

6）

令 θ = x + 
π

6，由題意，
π

6  ≤ θ ≤ 
13π

6 ，

解 2 sinθ = 1，作 
y = sinθ

y = 
1
2

 圖形如右

得 θ = 
π

6  或 
5π
6  或 

13π
6 ，此時 x = 0 或 

2π
3  或 2π

例題 �7	 正餘弦函數疊合解不等式

在 0 ≤ x ≤ 2π 範圍內，試求不等式 sin（x + 
π

4）+ cos（x − 
π

4）≤ 0 的解。（10 分）

 令 y = sin（x + 
π

4）+ cos（x − 
π

4）= sinx．
√2
2  + cosx．

√2
2  + cosx．

√2
2  + sinx．

√2
2

　     = √2（sinx + cosx）= √2．√2（
1
√2  sinx + 

1
√2  cosx）= 2 sin（x + 

π

4）

令 θ = x + 
π

4，由題意 
π

4  ≤ θ ≤ 
9π
4 ，y = 2 sinθ

當 π ≤ θ ≤ 2π 時，2 sinθ ≤ 0

即 π ≤ x + 
π

4  ≤ 2π

故得 
3π
4  ≤ x ≤ 

7π
4

x

x

x
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例題 �8	 應用問題

兩個同頻率交流電的電流函數分別為 I1 = f1（t）= sin（ωt + 
π

3），I2 = f2（t）= sin（ωt − 
π

3），
試求兩電流函數疊加之後的總電流函數 I。（10 分）
 I = I1 + I2 = f1（t）+ f2（t）

   = sin（ωt + 
π

3）+ sin（ωt − 
π

3）

   = sin（ωt）．
1
2  + cos（ωt）．

√3
2  + sin（ωt）．

1
2  − cos（ωt）．

√3
2

   = sin（ωt）

例題 �9	 正餘弦函數疊合後的最小值與係數的關係

設 a，b 是常數且 a > b，若 a sinx + b cosx 的最小值為 −5，且 a + b = 7，試求 a，b 的值。
（10 分）
 由疊合公式可以得到 −√a2 + b2 ≤ a sinx + b cosx ≤ √a2 + b2

故知 −√a2 + b2 = −5，即 √a2 + b2 = 5
兩邊平方得 a2 + b2 = 25
由已知得 b = 7 − a，代入上式
得 a2 + 49 −14a + a2 = 25，整理得 a2 −7a + 12 = 0 
化簡得（a − 3）（a − 4）= 0，故 a = 3 或 4，得 b = 4 或 3
但 a > b，故 a = 4，b = 3

例題 �10	 二倍角公式與正餘弦函數的疊合

試求 y = 2√3 sinx cosx + 2 cos2x − 2 的最大值與最小值。（10 分）
 由二倍角公式，

y = √3（2 sinx cosx）+（2 cos2x − 1）− 1
  = √3 sin2x + cos2x − 1

  = 2（
√3
2  sin2x + 

1
2  cos2x）− 1

  = 2 sin（2x + 
π

6）− 1

因為 sin（2x + 
π

6）的最大值為 1，最小值為 −1

故所求 y 的最大值為 1，最小值為 −3

x

x

x


