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一、數列的定義

1 數列的定義：
 將一些數字依序排成一列，就成為一個數列。

1 有限數列：
 只有有限多項的數列，形如 a1，a2，a3，⋯⋯，an。

 z：3，2，0，8，4。
2 無窮數列：
 有無窮多項的數列，形如 a1，a2，a3，⋯⋯，an，⋯⋯。

 z：1，1，2，3，5，8，13，21，⋯⋯。
 通常用〈an〉表示數列 a1，a2，a3，⋯⋯，an，⋯⋯，其中 a1 稱為第一項（首
項），an 稱為第 n 項（一般項）。

2 等差數列：
1 一個數列若相鄰兩項的後項減前項所得的差是定值，就稱為等差數列，而這
個定值稱為公差。

 z： 觀察數列 1，4，7，10，13，⋯⋯，顯然 4 − 1= 7 − 4 = ⋯⋯ = 3， 
此為等差數列，公差為 3。

2 等差數列的一般項：
 若等差數列〈an〉的首項為 a1，公差為 d，則其一般項為 an = a1 +（n − 1）d。

3 等比數列：
1 一個數列若相鄰兩項的後項除以前項所得的比值是定值，就稱為等比數列，
而這個定值稱為公比。

 z：觀察數列 4，8，16，32，64，⋯⋯，顯然 
8
4  = 

16
8  = ⋯⋯ = 2，

 　　此為等比數列，公比為 2。
2 等比數列的一般項：
 若等比數列〈an〉的首項為 a1（a1 ≠ 0），公比為 r（r ≠ 0），則其一般項為
 an = a1r

n − 1。

二、遞迴數列

1 遞迴數列的定義：
 一數列的後項可以由前面的項，根據某規則（稱為遞迴關係）而推得，稱為遞迴

數列，一開始給定的項稱為初始值。

2 等差數列的遞迴定義式：

 
a1 = a
an = an − 1 + d，n ≥ 2

，其中 a 是首項，d 是公差。

重點整理

數列與級數



第 1 章　卝數列與級數 5

1-1
 z：等差數列 10，15，20，25，30，⋯⋯，

 　　遞迴定義式為 
a1 = 10
an = an − 1 + 5，n ≥ 2

。

3 等比數列的遞迴定義式：

 
a1 = a
an = ran − 1，n ≥ 2

，其中 a 是首項，r 是公比。

 z：等比數列 2，6，18，54，162，⋯⋯，

 　　遞迴定義式為 
a1 = 2
an = 3an − 1，n ≥ 2

。

三、數學歸納法

一個與正整數 n 有關的敘述同時滿足下列兩個條件：
1 當 n = 1 時，敘述成立。
2 設 n = k 時敘述成立，由此可以推得 n = k + 1 時敘述也成立。
則此敘述對所有正整數 n 都成立。

例題  1 由數列定義寫出前五項

寫出下列各數列的前五項：

1 數列〈an〉，an = −3 + 2n。（5 分）
2 數列〈n2 + 2〉。（5 分）
 1 將 n = 1，2，3，4，5 分別代入 an = −3 + 2n

 得前五項為 −1，1，3，5，7
2 將 n = 1，2，3，4，5 分別代入 n2 + 2
 得前五項為 3，6，11，18，27

x
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例題  2 寫出等差或等比數列的前五項

寫出下列各數列的前五項：

1 等差數列〈an〉，首項 a1 = 10，公差 d = 3。（5 分）
2 等比數列〈bn〉，首項 b1 = 3，公比 r = 2。（5 分）
 1 等差數列首項 a1 = 10，公差 d = 3

 ∴ a2 = 10 + 3 = 13
 　 a3 = 13 + 3 = 16
 　 a4 = 16 + 3 = 19
 　 a5 = 19 + 3 = 22
 故前五項為 10，13，16，19，22
2 等比數列首項 b1 = 3，公比 r = 2
 ∴ b2 = 3 × 2 = 6
 　 b3 = 6 × 2 = 12
 　 b4 = 12 × 2 = 24
 　 b5 = 24 × 2 = 48
 故前五項為 3，6，12，24，48

例題  3 由數列的已知項求首項、公差與一般項

1 等差數列〈an〉中，a5 = 11，a8 = 29。試求：
 1 首項 a1。（2 分） 2 公差 d。（1 分） 3 一般項 an。（2 分）
2 等比數列〈bn〉中，b2 = 4，b5 = 32。試求：
 1 首項 b1。（2 分） 2 公比 r。（1 分） 3 一般項 bn。（2 分）
 1 已知 a5 = 11，a8 = 29

 故 
a1 + 4d = 11 ⋯⋯⋯⋯⋯1

a1 + 7d = 29 ⋯⋯⋯⋯⋯2

 2 − 1得 3d = 18 ⇒ d = 6 代入1，得 a1 = 11 − 24 = −13
 ∴ an = −13 + 6（n − 1）= 6n − 19
 故得首項 a1 = −13，公差 d = 6，一般項 an = 6n − 19
2 已知 b2 = 4，b5 = 32

 故 
b1r = 4 ⋯⋯⋯⋯⋯⋯1

b1r
4 = 32 ⋯⋯⋯⋯⋯2

 2

1
 得 r3 = 8 ⇒ r = 2，代入1，得 b1 = 

4
2  = 2

 ∴ bn = b1r
n − 1 = 2 × 2n − 1 = 2n

 故得首項 b1 = 2，公比 r = 2，一般項 bn = 2n 

x

x
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例題  4 將等差數列寫成遞迴式

將下列等差數列改寫為遞迴定義式：

1 等差數列〈an〉，首項 a1 = 20，公差 d = −3。（5 分）
2 等差數列〈bn〉=〈5，11，17，23，⋯⋯〉。（5 分）

 1 
a1 = 20
an = an − 1 − 3，n ≥ 2

2 首項 b1 = 5
 公差 d = 11 − 5 = 6

 故得 
b1 = 5
bn = bn − 1 + 6，n ≥ 2

例題  5 將等比數列寫成遞迴式

將下列等比數列改寫為遞迴定義式：

1 等比數列〈an〉，首項 a1 = −2，公比 r = 3。（5 分）
2 等比數列〈bn〉=〈2，−4，8，−16，⋯⋯〉。（5 分）

 1 
a1 = −2
an = 3an − 1，n ≥ 2

2 首項 b1 = 2

 公比 r = 
b2

b1
 = 

−4
2  = −2

 故得 
b1 = 2
bn = −2bn − 1，n ≥ 2

x

x
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例題  6 由遞迴式求數列的前五項

1 數列〈an〉滿足遞迴式 
a1 = 12
an = 3an − 1 − 5，n ≥ 2

，試寫出此數列的前 5 項。（5 分）

2 數列〈bn〉滿足遞迴式 
b1 = 

1
3

bn = 
1

3 − bn − 1
，n ≥ 2

，試寫出此數列的前 5 項。（5 分）

 1 由遞迴式得
 a1 = 12，a2 = 3 × 12 − 5 = 31，a3 = 3 × 31 − 5 = 88
 a4 = 3 × 88 − 5 = 259，a5 = 3 × 259 − 5 = 772
 故前 5 項為 12，31，88，259，772
2 由遞迴式得

 b1 = 
1
3

 b2 = 
3 − 

1
3

1
 = 8

3

1
 = 

3
8

 b3 = 
3 − 

3
8

1
 = 21

8

1
 = 

8
21

 b4 = 
3 − 

8
21

1
 = 55

21

1
 = 

21
55

 b5 = 
3 − 

21
55

1
 = 144

55

1
 = 

55
144

 故前 5 項為 
1
3，

3
8，

8
21，

21
55，

55
144

x
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例題  7 觀察規律寫出數列的指定項

1 數列〈an〉=〈2，8，18，32，50，⋯⋯〉，試寫出此數列的第 10 項。（5 分）
2 數列〈bn〉=〈1，5，6，11，17，28，⋯⋯〉，試寫出此數列的第 10 項。（5 分）
 1 觀察此數列的規律性

 a1 = 2 = 2 × 1 = 2 × 12，a2 = 8 = 2 × 4 = 2 × 22，a3 = 18 = 2 × 9 = 2 × 32

 a4 = 32 = 2 × 16 = 2 × 42，a5 = 50 = 2 × 25 = 2 × 52

 故第 10 項為 a10 = 2 × 102 = 200
2 觀察此數列的規律性
 b1 = 1，b2 = 5，b3 = 6 = 1 + 5 = b1 + b2，b4 = 11 = 5 + 6 = b2 + b3

 b5 = 17 = 6 + 11 = b3 + b4，b6 = 28 = 11 + 17 = b4 + b5

 故 b7 = b5 + b6 = 17 + 28 = 45，b8 = b6 + b7 = 28 + 45 = 73
 　 b9 = b7 + b8 = 45 + 73 = 118，b10 = b8 + b9 = 73 + 118 = 191

例題  8 寫出數列的遞迴式與一般項（觀察圖形）

1 用牙籤拼成連續正方形如右圖，若依此規
律，第 n 圖需要 an 枝牙籤，請寫出數列
〈an〉的遞迴式。（5 分）

2 如右圖，正方形 S1 的邊長為 2，連接 S1 四邊中點得正方形 S2，依此規

律得一系列正方形 S1，S2，S3，S4，⋯⋯。設 bn 表示 Sn 的邊長，請寫
出數列〈bn〉的遞迴式。（5 分）

 1 觀察圖形得
 a1 = 4，a2 = a1 + 3，a3 = a2 + 3，a4 = a3 + 3

 故得〈an〉的遞迴式為 
a1 = 4
an = an − 1 + 3，n ≥ 2

2 由已知得 b1 = 2
 如右圖，b2 = √12 + 12 = √2

 同理，b3 = √（√2
2 ）

2
 +（

√2
2 ）

2
 = 1

 
b3

b2
 = 

1
√2  = 

√2
2 ，

b2

b1
 = 
√2
2

 故得〈bn〉的遞迴式為 
b1 = 2

bn = 
√2
2  bn − 1，n ≥ 2

x

x
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例題  9 由數列的遞迴式推測一般項並用數學歸納法證明

設數列〈an〉滿足遞迴式 
a1 = 

1
3

an = an − 1 + 
1

（2n − 1）（2n + 1），n ≥ 2
，試觀察此數列前幾

項，推測其一般項 an 的形式，並用數學歸納法證明。（10 分）

 n = 1 時，a1 = 
1
3

n = 2 時，a2 = 
1
3  + 

1
3 × 5  = 

6
15  = 

2
5

n = 3 時，a3 = 
2
5  + 

1
5 × 7  = 

15
35  = 

3
7

n = 4 時，a4 = 
3
7  + 

1
7 × 9  = 

28
63  = 

4
9

n = 5 時，a5 = 
4
9  + 

1
9 × 11  = 

45
99  = 

5
11

觀察前五項，推測此數列一般項為 an = 
n

2n + 1，底下用數學歸納法證明

1 當 n = 1 時，a1 = 
1

2 × 1 + 1  = 
1
3

2 設 n = k 時，原式成立，即 ak = 
k

2k + 1，

 則 n = k + 1 時，

 ak + 1 = 
k

2k + 1  + 
1

〔2（k + 1）−  1〕〔2（k + 1）+ 1〕 = 
k

2k + 1  + 
1

（2k + 1）（2k + 3）

 　    = 
k（2k + 3）+ 1

（2k + 1）（2k + 3） = 
2k2 + 3k + 1

（2k + 1）（2k + 3）

 　    = 
（2k + 1）（k + 1）
（2k + 1）（2k + 3） = 

k + 1
2k + 3  = 

k + 1
2（k + 1）+ 1

 所以 n = k + 1 時，推測也成立

故由數學歸納法可知，此數列 an = 
n

2n + 1，對所有正整數 n 都成立

x
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例題  10 數學歸納法（正整數的恆等式）

利用數學歸納法證明：1 + 3 + 5 + 7 + ⋯⋯ +（2n − 1）= n2，對所有正整數 n 均成立。（10 分）
 1 當 n = 1 時，2 × 1 − 1 = 12，原式成立

2 設 n = k 時，原式成立，即 1 + 3 + 5 + 7 + ⋯⋯ +（2k − 1）= k2

 則 n = k + 1 時，
 1 + 3 + 5 + ⋯⋯ +（2k − 1）+〔2（k + 1）−  1〕
 = k2 + 2k + 1 =（k + 1）2

 所以 n = k + 1 時，原式也成立
故由數學歸納法可知，原式對所有正整數 n 均成立

v


