
高中數學（2）‧習作甲12

1-2

1-2	級　數

一、級數

1 級數的定義：
 將數列 a1，a2，a3，⋯⋯，an 的各項依序用加號連結起來，形如  

a1 + a2 + a3 + ⋯⋯ + an，稱為級數，其項數為 n，a1 稱為此級數的首項（或第一
項）。

 z： 將數列 1，3，5，7，9，⋯⋯，19 各項依序用加號連結起來，形如  
1 + 3 + 5 + 7 + 9 + ⋯⋯ + 19，稱為級數，首項為 1。

2 級數的和：
 Sn = a1 + a2 + a3 + ⋯⋯ + an。

 z：級數 2 + 5 + 8 + 11 + 14 + ⋯⋯ + 26，其前 3 項和為 S3 = 2 + 5 + 8 = 15。
二、等差級數與等比級數

1 等差級數的求和公式：
 首項為 a1，公差為 d 的 n 項等差級數和為
 Sn = a1 +（a1 + d）+（a1 + 2d）+ ⋯⋯ +〔a1 +（n − 1）d〕

 　 = 
n〔2a1 +（n − 1）d〕

2

 　 = 
n（a1 + an）

2 。

 z：首項為 7，公差為 2 的 10 項等差級數和為 

 　　S10 = 
10〔2 × 7 +（10 − 1）× 2〕

2  = 160。

 z：首項為 3，末項為 35 的等差級數，共有 9 項，其和為 S9 = 
9（3 + 35）

2  = 171。

2 等比級數的求和公式：
 首項為 a1（a1 ≠ 0），公比為 r（r ≠ 0）的 n 項等比級數和為
 Sn = a1 + a1r + ⋯⋯ + a1r

n − 1

 　 = 
na1        ，當 r = 1 時
a1（1 − rn）

1 − r ，當 r ≠ 1 時
。

 z：首項為 2，公比為 3 的 6 項等比級數和為 S6 = 
2（1 − 36）

1 − 3  = 728。

重點整理
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三、常用的求和公式

1 三個求和公式：
 計算前 n 個連續正整數的「和」、「平方和」、「立方和」時，可以使用如下求
和公式。

1 前 n 個連續正整數和：

 1 + 2 + 3 + 4 + ⋯⋯ + n = 
n（n + 1）

2 。

 z：1 + 2 + 3 + 4 + ⋯⋯ + 20 = 
20（20 + 1）

2  = 210。

2 前 n 個連續正整數平方和：

 12 + 22 + 32 + 42 + ⋯⋯ + n2 = 
n（n + 1）（2n + 1）

6 。

 z：12 + 22 + 32 + 42 + ⋯⋯ + 152 = 
15（15 + 1）（30 + 1）

6  = 1240。

3 前 n 個連續正整數立方和：

 13 + 23 + 33 + 43 + ⋯⋯ + n3 =〔
n（n + 1）

2 〕
2
。

 z：13 + 23 + 33 + 43 + ⋯⋯ + 103 =〔
10（10 + 1）

2 〕
2
 = 3025。

2 利息計算：
 本金為 a，每期利率為 r，

1 單利計息：n 期後本利和為 a（1 + nr）。
2 複利計息：n 期後本利和為 a（1 + r）n。
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例題  1 等差級數的和

已知等差數列〈3n + 2〉。
1 試寫出此數列前 6 項所形成的級數。（5 分）
2 承1，試求此級數之和。（5 分）
 1 首項為 5，第 2 項為 8，公差 d = 8 − 5 = 3

 ∴前 6 項為 5 + 8 + 11 + 14 + 17 + 20
2 此級數之和為
 S6 = 5 + 8 + 11 + 14 + 17 + 20
 　 = 75

例題  2 等差級數求和公式的應用!

試求下列等差級數的和：

1 首項為 7，公差為 3，求前 12 項和。（5 分）
2 首項為 12，末項為 46，共有 18 項。（5 分）
 1 首項為 7，公差為 3

 故前 12 項之和為 

 S12 = 
12〔2 × 7 +（12 − 1）× 3〕

2
 　   = 6 ×（14 + 33）= 282
2 由已知代入求和公式

 S18 = 
18（12 + 46）

2
 　   = 9 × 58 = 522

x

x
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例題  3 等差級數求和公式的應用@

已知等差級數 2 + 8 + 14 + 20 + ⋯⋯ + 80。試求：
1 此級數的首項、公差、項數。（6 分）
2 56 是此級數的第幾項？（2 分）
3 此級數之和。（2 分）
 設此級數的首項為 a1，公差為 d，項數為 n

1 a1 = 2，d = 8 − 2 = 6
 80 = a1 +（n − 1）d
 　 = 2 +（n − 1）× 6 = 6n − 4
 解得 n = 14
 故首項為 2，公差為 6，項數為 14
2 設 56 是第 k 項
 則 56 = a1 +（k − 1）d
 　    = 2 +（k − 1）× 6 = 6k − 4
 ⇒ 6k = 60 ⇒ k = 10
 故 56 是第 10 項
3 此級數首項為 2，末項為 80，項數為 14

 代入求和公式得 
14（2 + 80）

2  = 7 × 82 = 574

 故此級數之和為 574

例題  4 等比級數的和

已知等比數列〈3 ×（−2）n − 1〉。

1 試寫出此數列前 6 項所形成的級數。（5 分）
2 承1，試求此級數之和。（5 分）

 1 首項為 3，第 2 項為 −6，公比 r = 
−6
3  = −2

 ∴前 6 項為 3 − 6 + 12 − 24 + 48 − 96
2 此級數之和為
 S6 = 3 − 6 + 12 − 24 + 48 − 96
 　 =（3 + 12 + 48）−（6 + 24 + 96）
 　 = 63 − 126
 　 = −63

x

x
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例題  5 等比級數求和公式的應用!

試求下列等比級數的和：

1 首項為 8，公比為 
3
2，共有 6 項。（5 分）

2 首項為 3，末項為 384，共有 8 項。（5 分）

 1 首項為 8，公比為 
3
2

 故此級數和為 S6 = 
8 ×〔1 −（

3
2）

6

〕
1 − 

3
2

 = 
8 ×（1 − 

729
64 ）

− 
1
2

 = −16 ×（−
665
64 ）= 

665
4

2 設公比為 r
 由已知得 384 = 3 × r7 ⇒ r7 = 128 = 27

 ∴ r = 2

 故此級數和為 
3 ×（1 − 28）

1 − 2  = −3 ×（1 − 256）= −3 ×（−255）= 765

例題  6 等比級數求和公式的應用@

已知等比級數 5 + 10 + 20 + ⋯⋯ + 640。試求：
1 此級數的首項、公比、項數。（6 分）
2 160 是此級數的第幾項？（2 分）
3 此級數之和。（2 分）
 設此級數的首項為 a1，公比為 r，項數為 n

1 a1 = 5，r = 
10
5  = 2

 640 = 5 × 2n − 1

 ⇒ 2n − 1 = 128 = 27

 ⇒ n − 1 = 7 ⇒ n = 8
 故此級數的首項為 5，公比為 2，項數為 8
2 設 160 是第 k 項，
 則 160 = 5 × 2k − 1 ⇒ 2k − 1 = 32 = 25 ⇒ k − 1 = 5 ⇒ k = 6
 故 160 是第 6 項
3 此級數之和為

 
5 ×（1 − 28）

1 − 2  = −5（1 − 28）= 5（28 − 1）= 5（256 − 1）= 1275

x

x
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例題  7 求和公式的應用!

試求下列各級數和：

1 13 + 14 + 15 + 16 + ⋯⋯ + 87。（5 分）
2 （12 − 6）+（22 − 7）+（32 − 8）+ ⋯⋯ +（102 − 15）。（5 分）
 1 13 + 14 + 15 + 16 + ⋯⋯ + 87

 =（1 + 2 + 3 + ⋯⋯ + 87）−（1 + 2 + 3 + ⋯⋯ + 12）

 = 
87 ×（1 + 87）

2
 − 

12 ×（1 + 12）
2

 = 3828 − 78
 = 3750
2 （12 − 6）+（22 − 7）+（32 − 8）+ ⋯⋯ +（102 − 15）
 =（12 + 22 + 32 + ⋯⋯ + 102）−（6 + 7 + 8 + ⋯⋯ + 15）

 = 
10 × 11 × 21

6
 − 

10 ×（6 + 15）
2

 = 385 − 105
 = 280

例題  8 求和公式的應用@

計算下列各級數的和：

1 2 × 1 + 3 × 2 + 4 × 3 + ⋯⋯ + 10 × 9。（5 分）
2 2 × 2 + 4 × 3 + 6 × 4 + ⋯⋯ + 30 × 16。（5 分）
 1 觀察此級數的第 k 項

 發現它們的乘號左右各自有其規律，

 形式為（k + 1）× k = k2 + k，k = 1，2，⋯⋯，9
 故 2 × 1 + 3 × 2 + 4 × 3 + ⋯⋯ + 10 × 9
 　 =（1 + 1）× 1 +（2 + 1）× 2 +（3 + 1）× 3 + ⋯⋯ +（9 + 1）× 9
 　 =（12 + 1）+（22 + 2）+（32 + 3）+ ⋯⋯ +（92 + 9）
 　 =（12 + 22 + 32 + ⋯⋯ + 92）+（1 + 2 + 3 + ⋯⋯ + 9）

 　 = 
9 × 10 × 19

6  + 
9 × 10

2  

 　 = 285 + 45 = 330
2 同1，此級數第 k 項為 2k（k + 1）= 2k2 + 2k，k = 1，2，⋯⋯，15
 故 2 × 2 + 4 × 3 + 6 × 4 + ⋯⋯ + 30 × 16
 　 = 2 × 1 ×（1 + 1）+ 2 × 2 ×（2 + 1）+ 2 × 3 ×（3 + 1）+ ⋯⋯ + 2 × 15 ×（15 + 1）
 　 = 2 ×（12 + 22 + ⋯⋯ + 152）+ 2（1 + 2 + ⋯⋯ + 15）

 　 = 2 × 
15 × 16 × 31

6  + 2 × 
15 × 16

2  

 　 = 2480 + 240 = 2720

x

x



高中數學（2）‧習作甲18

1-2

例題  9 級數的應用

如下圖 1，一個邊長為 8 的正方形，連接相對的兩邊中點各作一線段，形成 4 個較小的正方
形。將新形成的左上、右下共 2 個正方形塗色，如圖 2。然後，對右上角正方形做相同的動
作，得到如圖 3 的結果。如此每一輪中，都會將右上角的正方形分成 4 個較小的正方形，且
將這 4 個較小的正方形的左上、右下 2 個正方形塗色。如下圖 4 為進行 3 輪後的結果。

1 依此規律進行 10 輪以後，試求所有塗色的正方形個數。（5 分）
2 依此規律進行 5 輪以後，試求所有塗色的正方形面積和。（5 分）
 1 每一輪塗色的正方形個數都增加 2 個

 故 10 輪以後會有 2 × 10 = 20（個）
2 第一輪增加的塗色正方形邊長為 4，面積和為 2‧42 = 32
 第二輪增加的塗色正方形邊長為 2，面積和為 2‧22 = 8
 第三輪增加的塗色正方形邊長為 1，面積和為 2‧12 =2
 顯然，每一輪增加的塗色正方形面積形成一個等比數列

 首項為 32，公比為 
1
4

 故所求為 
32〔1 −（

1
4）

5

〕
1 − 

1
4

 = 
32（

1023
1024）
3
4

 = 
341
8

x
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例題  10 複利問題（等比級數問題）

在低利率的年代，某銀行為了吸收存款，提出優惠方案，以月利率 0.1 % 複利孳息。社會新
鮮人小雯打算每個月從薪水提撥固定的金額存入銀行，請幫小雯計算底下兩種方式的本利總

和：

1 每個月初存入銀行 10000 元，存滿 6 年。（5 分）
2 每個月初存入銀行 12000 元，存滿 5 年。（5 分）
（已知 1.00160 ≈ 1.062，1.00161 ≈ 1.063，1.00171 ≈ 1.074，1.00172 ≈ 1.075）
 1 6 年就是 72 個月

 第一個月初存入的 10000 元，經過 72 個月複利孳息，成為 10000（1 + 0.1 %）72 元
 第二個月初存入的 10000 元，經過 71 個月複利孳息，成為 10000（1 + 0.1 %）71 元
 以此類推，直到最後一個月初存入的 10000 元，成為 10000（1 + 0.1 %）1 元
 所以本利總和為

 10000（1 + 0.1 %）72 + 10000（1 + 0.1 %）71 + ⋯⋯ + 10000（1 + 0.1 %）1

 = 10000（1.001 + 1.0012 + ⋯⋯ + 1.00172）

 = 10000 × 
1.001 ×（1 − 1.00172）

1 − 1.001

 = 10000 × 
1.001 ×（1.00172 − 1）

0.001
 ≈ 10000 × 1001 ×（1.075 − 1）
 = 750 × 1001 = 750750
 本利總和約為 750750 元
2 5 年就是 60 個月，同1的討論

 本利總和為

 12000（1 + 0.1 %）60 + 12000（1 + 0.1 %）59 + ⋯⋯ + 12000（1 + 0.1 %）1

 = 12000（1.001 + 1.0012 + 1.0013 + ⋯⋯ + 1.00160）

 = 12000 × 
1.001 ×（1 − 1.00160）

1 − 1.001

 = 12000 × 
1.001 ×（1.00160 − 1）

0.001
 ≈ 12000 × 1001 ×（1.062 − 1）
 = 744 × 1001
 = 744744
 本利總和約為 744744 元

x


