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4-2	廣義角與極坐標

一、廣義角

1 角：
 由共同端點的兩個射線組成。

2 有向角：
 將角看成「其中一邊以頂點為中心旋轉至另一邊」所造成

的角，逆時針旋轉稱為正角，順時針旋轉稱為負角。

3 廣義角：
 度數可正可負，也不受 0°∼180°限制的角。
 z：−150°，−45°，250°，420°。
4 標準位置角：
 將廣義角放在坐標平面上，頂點放在原點上，始邊放在 x 軸正向上，稱為標準位
置角。

5 同界角：
 兩個標準位置角 θ 與 φ 有相同的始邊與終邊時，稱 θ 與 φ 為同界角。 
一個角 θ 有無限多個同界角，這些角彼此相差 360°的整數倍。

 z：⋯⋯，−480°，−120°，240°，600°，⋯⋯，這些角互為同界角。
二、廣義角的三角比

在標準位置角 θ 的終邊上任取一點 P（x，y）， 
令 r = OP = √x2 + y2。

1 廣義角三角比的定義：

 sinθ = 
y
r ，

cosθ = 
x
r ，

tanθ = 
y
x。

2 廣義角三角比在各象限的正負情形：
 

θ 終邊所在象限 第一象限 第二象限 第三象限 第四象限

（x，y） （+，+） （−，+） （−，−） （+，−）

sinθ + + − −

cosθ + − − +

tanθ + − + −

3 坐標軸上廣義角 θ 的三角比：
 

θ 0° 90° 180° 270°

sinθ 0 1 0 −1

cosθ 1 0 −1 0

tanθ 0 無意義 0 無意義

重點整理
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三、廣義角三角比的基本關係

1 商數關係：

 tanθ = 
sinθ
cosθ，角 θ 的終邊不在 y 軸上。

 z：tan120°= 
sin120°
cos120° = 

√3
2

−
1
2

 = −√3。

2 平方關係：
 sin2

θ + cos2
θ = 1，θ 為任意角。

 z：sin2 225°+ cos2 225°= 1，sin2 400°+ cos2 400°= 1。
3 −θ 關係：
 sin（−θ）= −sinθ，
 cos（−θ）= cosθ， 

tan（−θ）= −tanθ（角 θ 的終邊不在 y 軸上）。
 z：sin（−120°）= −sin120°，cos（−300°）= cos300°，tan（−150°）= −tan 150°。
4 180°− θ 關係：
 sin（180°− θ）= sinθ，
 cos（180°− θ）= −cosθ， 

tan（180°− θ）= −tanθ（角 θ 的終邊不在 y 軸上）。
 z： sin150°= sin（180°− 30°）= sin30°， 

cos120°= cos（180°− 60°）= −cos60°， 
tan135°= tan（180°− 45°）= −tan 45°。

5 90°− θ 關係：
 sin（90°− θ）= cosθ，
 cos（90°− θ）= sinθ。
 z：sin50°= sin（90°− 40°）= cos40°，cos75°= cos（90°− 15°）= sin15°。
6 圓上點的坐標與圓方程式：
 若點 P（x，y）在以原點 O 為圓心且半徑為 
 r 的圓上，則（x，y）=（r cosθ，r sinθ），
 0°≤ θ < 360°，其中 θ 為以 x 軸的正向為
始邊，射線 OP 為終邊的廣義角，如右圖
所示。

 由此可得  
x2 + y2 =（r cosθ）2 +（r sinθ）2 = r2

 恰為圓心在原點、半徑為 r 的圓方程式。
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四、直線的斜角

如下圖，坐標平面上，直線 L 不為水平線或鉛垂線，L 與 x 軸交於 A 點。

1 直線 L 的斜角：
 以 A 為頂點，x 軸正向為始邊，L 向右的方向為終邊，且介於 −90°到 90°之間的
有向角。

 規定：水平線的斜角為 0°，鉛垂線的斜角為 90°。
2 直線 L 的斜率：
 若直線 L 的斜角為 θ（L 不為鉛垂線），則 L 的斜率為 tanθ。
 L 為鉛垂線（即 θ = 90°）時，斜率不存在。
3 兩直線的夾角：
 如右圖，利用斜率求出直線 L1，L2 的斜角 θ1 與 θ2

 （θ1 > θ2），此時 L1，L2 的夾角 θ =θ1 − θ2，同時，

180°− θ 也是 L1，L2 的夾角。
五、極坐標

1 極坐標利用「長度」（距離）與「角度」描述點的位置，例如 [ 2，60°]。
 如右圖，平面上異於 O 的任一點 P，若 OP = r，且以 L 為始
邊，射線 OP 為終邊的廣義角為 θ，則 [ r，θ ] 稱為點 P 的極
坐標，記為 P [ r，θ ]，其中 r > 0。O 點稱為極點，射線 L 稱
為極軸。

 規定：極點 O 的極坐標為 [ 0，θ ] ，其中 θ 為任意角。
 b： 以下我們在坐標平面上，都用原點 O 當作極點，x 軸正方向為極軸來定義極

坐標。

 z：如右圖，點 Q 的極坐標為 [ 5，120°]。
2 直角坐標與極坐標的轉換：

1 點 P 的極坐標為 [ r，θ ]， 
則直角坐標為（x，y）=（r cosθ，r sinθ）。

2 點 P 不是原點且直角坐標為（x，y），則極坐標為 [ r，θ ]，

 其中 r = √x2 + y2，cosθ = 
x
r ，

sinθ = 
y
r 。
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例題  1 同界角

1 試求 750°的同界角 θ，其中 0°≤ θ < 360°。（5 分）
2 試求 −480°的同界角 φ，其中 0°≤ φ < 360°。（5 分）
 1 750°= 30°+ 360°× 2

 ∴ θ = 30°
2 −480°= 240°+ 360°×（−2）
 ∴ φ = 240°

例題  2 廣義角三角比!（標準位置角終邊一點的坐標）

1 已知標準位置角 θ 終邊一點 A 坐標為（−8，15），試求 sinθ，cosθ。（各 2 分）

2 已知標準位置角 θ 終邊一點 P 坐標為（x，3），且 cosθ = 
3
5，試求 x，tanθ。（各 3 分）

 1 r = √（−8）2 + 152 = 17

 ∴ sinθ = 
15
17

 　 cosθ = −
8
17

2 令 r = √x2 + 32

 則 cosθ = 
x

√x2 + 9
 = 

3
5

 ⇒ 
x2

x2 + 9  = 
9
25  ⇒ 25x2 = 9x2 + 81

 ⇒ 16x2 = 81 ⇒ x2 = 
81
16  ⇒ x = ± 9

4
 但 cosθ > 0

 ∴ x = 
9
4，

tanθ = 9
4

3
 = 

4
3

x

x
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例題  3 廣義角三角比@

試求 sin210°，cos210°，tan210°之值。（3 分，3 分，4 分）
 如右圖，在 210°終邊取一點 P，使得 OP = 2
則 PQ = 1，OQ = √3
∴ P 點坐標為（−√3，−1）

∴ sin210°= −
1
2

　 cos 210°= −
√3
2

　 tan 210°= 
−1

−√3  = 
√3
3

例題  4 180°− θ 關係、90°− θ 關係、−θ 關係

已知 θ 為銳角，且 sinθ = 0.3，試求：
1 sin（180°− θ）。（5 分）
2 cos（θ − 90°）。（5 分）
 1 sin（180°− θ）= sinθ = 0.3

2 cos（θ − 90°）= cos〔−（90°− θ）〕
 　　　　　　= cos（90°− θ）= sinθ = 0.3

x

x
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例題  5 平方關係、商數關係

已知 90°< θ < 180°且 sinθ = 
2
3，試求：

1 cosθ。（5 分） 2 tanθ。（5 分）

 1 sin2
θ + cos2

θ = 1 ⇒（
2
3）

2
 + cos2

θ = 1

 ∴ cos2
θ = 1 − 

4
9  = 

5
9  ⇒ cosθ = ± √5

3

 但 90°< θ < 180°　∴ cosθ = −
√5
3

2 tanθ = 
sinθ
cosθ  = 

−
√5
3

2
3

 = −
2
√5  = −

2√5
5

例題  6 平方關係的應用

已知 sinθ + cosθ = −
1
5  ，且 θ 為第二象限角，試求下列各值：

1 sinθ − cosθ。（4 分）　　　　2 sinθ。（3 分）　　　　3 tanθ。（3 分）
（提示：將已知條件平方）

 將 sinθ + cosθ = −
1
5  兩邊平方，得（sinθ + cosθ）2 = 

1
25，即 1 + 2 sinθ cosθ = 

1
25

移項得 2 sinθ cosθ = −
24
25，故 sinθ cosθ = −

12
25

1 由（sinθ − cosθ）2 =（sinθ + cosθ）2 − 4 sinθ cosθ = 
1

25  − 4 ×（−
12
25）= 

49
25

 可得 sinθ − cosθ = ± 7
5　∵ θ 是第二象限角　∴ sinθ > 0，cosθ < 0

 因此 sinθ − cosθ > 0，故 sinθ − cosθ = 
7
5

2 已知 sinθ + cosθ = −
1
5    ⋯⋯⋯⋯⋯1

 由1得 sinθ − cosθ = 
7
5  ⋯⋯⋯⋯⋯2

 1 + 2得 2 sinθ = 
6
5，故 sinθ = 

3
5

3 由2，1 − 2得 2 cosθ = −
8
5，即 cosθ = −

4
5

 故得 tanθ = 
sinθ
cosθ  = 

−
4
5

3
5

 = −
3
4

x

x
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例題  7 廣義角三角比#（同界角）

1 試求 sin（−1590°）的值。（3 分）
2 試求 cos510°的值。（3 分）
3 試求 tan330°的值。（4 分）
 1 sin（−1590°）= sin〔210°+ 360°×（−5）〕

         = sin210°
         = sin〔180°−（−30°）〕

         = sin（−30°）= −sin30°= −
1
2

2 cos 510°= cos（150°+ 360°）
       = cos150°
       = cos（180°−  30°）

       = −cos30°= −
√3
2

3 tan 330°= tan（−30°+ 360°）
       = tan（−30°）

       = −tan30°= −
√3
3

例題  8 圓上點的坐標

如右圖，圓 C 的圓心在原點 O（0，0），∠POA = 60°，P 點坐標為
（4，s），試求：
1 s 值。（5 分）
2 若∠QOA = 150°，試求 Q 點坐標。（5 分）

 1 tan 60°= 
s
4  = √3

 ∴ s = 4√3
2 半徑 r = √42 +（4√3）2 = √64 = 8
 ∴ Q 點坐標為（8 cos150°，8 sin150°）
 　　　　　　  =（8（−cos30°），8 sin30°）

 　　　　　　  =（−
8√3

2 ，8 × 
1
2）=（−4√3，4）

x

x
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例題  9 直線的斜角與兩直線的夾角

已知兩直線方程式 L1：√3x + y − 5 = 0，L2：y = x + 2。試求：
1 直線 L1 的斜角。（3 分）
2 直線 L2 的斜角。（3 分）
3 L1 與 L2 的銳夾角。（4 分）
 1 L1 斜率為 −√3

 ∵ tan60°= √3，故斜角 θ1 = −60°
2 L2 斜率為 1
 ∵ tan45°= 1，故斜角 θ2 = 45°
3 L1 與 L2 的銳夾角
 θ = 180°− 60°− 45°= 75°

例題  10 直角坐標與極坐標互換

1 將直角坐標 P（−3，3√3）轉換成極坐標表示。（角度介於 0°至 360°之間）（5 分）
2 將極坐標 Q [ 12，330°] 轉換為直角坐標。（5 分）
 1 r = OP = √（−3）2 + （3√3）2 = √36 = 6

 tanθ = 
3√3
−3  = −√3

 tan60°= √3
 ∵ θ 在第二象限
 ∴ θ = 180°− 60°= 120°
 ∴ P [ 6，120°]
2 將 Q [ 12，330°] 轉換為（x，y），得

 x = 12 cos330°= 12 × 
√3
2  = 6√3

 y = 12 sin330°= 12 ×（−
1
2）= −6

 ∴ Q（6√3，−6）

x

x


