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3-1	平面向量的表示法

一、向量的幾何表示法

1 向量的幾何表示：
1 有向線段：
 帶有方向的線段。

 z： A⇀B 是從 A 點到 B 點的有向線段，A 為始點，B 為終點。B⇀A 是從 B 點到 
A 點的有向線段，B 為始點，A 為終點，如圖1。

2 向量：
 同時具有大小與方向的量，稱為向量，通常用有向線段表示。

 z： A⇀B 是從 A 點到 B 點的有向線段，A 為始點，B 為終點，A⇀B 的長度以
│A⇀B│表示，│A⇀B│= AB，如圖2。

圖! 圖@

3 向量的相等：
 兩個大小（長度）相等、方向相同的有向線段，稱為相等的向量。

 z：A⇀B = C⇀D，如圖3。

4 零向量：
 始點與終點重合的向量，記為 0⇀，大小為 0，方向為任意方向。
 z：A⇀A = 0⇀，P⇀P = 0⇀，如圖4。

圖# 圖$

2 向量的加法：
1 三角形法：A⇀B + B⇀C = A⇀C，a⇀ + b⇀ = c⇀，如圖5。

2 平行四邊形法：A⇀B + A⇀D = A⇀C，a⇀ + b⇀ = c⇀，如圖6。

圖% 圖^
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3 向量的減法：
 因為 a⇀ − b⇀ = a⇀ +（−b⇀），所以我們用加法來定義向量的減法。若 O⇀A = a⇀，O⇀B = b⇀，
則 B⇀O 稱為 −b⇀，所以 a⇀ − b⇀ = a⇀ +（−b⇀），如下圖。

4 向量的係數積：
1 實數 r 與向量 a⇀ 的乘積，稱為向量 a⇀ 的係數積，記為 ra⇀。

1 若 a⇀ ≠ 0⇀，則下列性質成立：
 1 r > 0 時，ra⇀ 的方向與 a⇀ 相同，大小為 r│a⇀│。
 2 r < 0 時，ra⇀ 的方向與 a⇀ 相反，大小為│r││a⇀│。
 3 r = 0 時，ra⇀ = 0⇀。
 z：r = 3，如圖7，r = −2，如圖8。

 　　

圖& 圖*

2 若 a⇀ = 0⇀，則 ra⇀ = 0⇀。
2 向量係數積的基本性質：

1 r（a⇀ + b⇀）= ra⇀ + rb⇀。
 z：r = 2，a⇀ =（2，3），b⇀ =（1，4），則：
 　　1 r（a⇀ + b⇀）= 2（3，7）=（6，14）。
 　　2 ra⇀ + rb⇀ = 2（2，3）+ 2（1，4）=（4，6）+（2，8）=（6，14）。
2 （r + s）a⇀ = ra⇀ + sa⇀。
 z：r = 2，s = −3，a⇀ =（2，3），則：
 　　1（r + s）a⇀ =（2 −  3）（2，3）=（−2，−3）。
 　　2 ra⇀ + sa⇀ = 2（2，3）− 3（2，3）=（4，6）−（6，9）=（−2，−3）。
3 r（sa⇀）=（rs）a⇀。
 z：r = 2，s = −3，a⇀ =（2，3），則：
 　　1 r（sa⇀）= 2（−3（2，3））= 2（−6，−9）=（−12，−18）。
 　　2（rs）a⇀ =（2 ×（−3））（2，3）= −6（2，3）=（−12，−18）。

5 向量的分解與組合：
1 向量的分解：
 已知向量 A⇀B 及一點 P，則 A⇀B 可以分解為相加或相減的兩個向量，如下圖。
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2 向量的組合：
 利用向量的加減法與係數積，可以將向量寫成其他向量的組合。

 z：A⇀B = 3a⇀ + 2b⇀，C⇀D = a⇀ − 3b⇀，如下圖。

二、向量的坐標表示法

1 向量的坐標表示：
1 將坐標平面上任意一個向量 v⇀ 的始點置於原點，設終點坐標為 P（x，y），則 

 v⇀ 的坐標表示為 v⇀ =（x，y）或 v⇀ =
x
y
，O⇀P 稱為 v⇀ 的位置向量，v⇀ 的長度

 │v⇀│= √x2 + y2。

 z：如下圖，v⇀ 的坐標表示為 v⇀ =（3，4），長度為│v⇀│= √32 + 42 = √25 = 5。

2 坐標平面上原點 O（0，0）及點 A（a1，a2）、B（b1，b2），則 O⇀A =（a1，a2），

O⇀B =（b1，b2），A⇀B =（b1 − a1，b2 − a2）。

 z：如下圖，O⇀A =（2，3），O⇀B =（4，1），A⇀B =（4 − 2，1 − 3）=（2，−2）。

2 向量的加減法：
 設 a⇀ =（a1，a2），b⇀ =（b1，b2），則 a⇀ + b⇀ =（a1 + b1，a2 + b2）， 

a⇀ − b⇀ =（a1 − b1，a2 − b2）。

 z： 向量 a⇀ =（5，3），b⇀ =（2，1），則 a⇀ + b⇀ =（5 + 2，3 + 1）=（7，4）， 
a⇀ − b⇀ =（5 − 2，3 − 1）=（3，2）。

3 向量的係數積：
 設 a⇀ =（a1，a2），r 為實數，則 ra⇀ =（ra1，ra2）。

 z：向量 a⇀ =（3，2），r = 2，則 ra⇀ = 2（3，2）=（6，4）。
4 兩向量平行的判定法則：
 設 a⇀ =（a1，a2），b⇀ =（b1，b2） 是平面上的兩個非零向量，若 a⇀ // b⇀，則存在實數 

r，使得 b⇀ = ra⇀，反之亦然。
 z：向量 a⇀ =（1，2），b⇀ =（3，6），因為 b⇀ = 3a⇀，所以 b⇀ // a⇀。
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三、向量的線性組合

若 O⇀A 與 O⇀B 為平面上兩個不平行的非零向量，則平面上任意一個向量 O⇀P 必能唯一
表成 O⇀P = xO⇀A + yO⇀B 的形式，其中 x，y 為實數。這個表示法稱為將 O⇀P 寫成 O⇀A 與 
O⇀B 的線性組合。
z： 設 O⇀A =（1，0），O⇀B =（0，1），將向量 O⇀P =（4，1）寫成 O⇀A 與 O⇀B 的線性組

合，可得（4，1）= 4（1，0）+（0，1），即 O⇀P = 4O⇀A + O⇀B。
z： 設 a⇀ =（3，2），b⇀ =（1，−1），c⇀ =（9，1）。將 c⇀ 寫成 a⇀ 與 b⇀ 的線性組合，可得
（9，1）= 2（3，2）+ 3（1，−1），即 c⇀ = 2a⇀ + 3b⇀。（詳細解法請參考本節例題）

四、分點公式

已知坐標平面上有 A（a1，a2），B（b1，b2）兩點，設 P 點是線段 AB 上的一點，且滿

足 PA：PB = m：n，則對平面上任一點 O，O⇀P = 
n

m + n  O⇀A + 
m

m + n  O⇀B。

特別地，當 O 為原點（0，0）時，O⇀P =（
na1 + mb1

m + n ，
na2 + mb2

m + n ），P 點的坐標就是

（
na1 + mb1

m + n ，
na2 + mb2

m + n ）。
v： 設 A 點坐標（−3，2），B 點坐標（2，12），P 點為線段 AB 上的一點，且 

　　PA：PB = 3：2，則 P 點坐標為（
2 ×（−3）+ 3 × 2

3 + 2 ，
2 × 2 + 3 × 12

3 + 2 ）=（0，8）。

五、向量在平面設計上的應用

1 利用向量的係數積作圖片的伸縮：
 將圖片的點 P 以 O⇀P' = rO⇀P 變換到點 P'，即可放大或縮小圖片，面積變為 r2 倍。
 z： 如下圖，將長方形的點 P 以 O⇀P' = 3O⇀P 變換到點 P'，則長方形的長與寬都

放大為 3 倍，面積變為 9 倍。

2 利用向量的加減法作圖形的平移：
 將圖片的點 P 以 O⇀P' = O⇀P +（a，b）變換到點 P'，即可將圖片平移到目標位置。
 z： 如下圖，將長方形的點 P 以 O⇀P' = O⇀P +（3，2）變換到點 P'，則長方形圖形

沿水平方向向右平移 3 單位，沿鉛直方向向上平移 2 單位。
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例題 1	 向量加法的圖示

1 如圖所示，a⇀ = A⇀B，b⇀ = B⇀C，試在圖上標示出 a⇀ + b⇀。（5 分）
2 如圖所示，試在正六邊形 ABCDEF 的圖上標示出 A⇀B + B⇀C + C⇀D + D⇀E。（5 分）
 1  2 

 

 A⇀B + B⇀C + C⇀D + D⇀E = A⇀E

 

例題 2	 正多邊形邊上向量的化簡與線性組合

如右圖，正六邊形 ABCDEF 各邊依逆時針方向定義向量 a⇀、b⇀、c⇀、d⇀、
e⇀、f⇀，則：
1 試化簡 a⇀ + b⇀ + d⇀ 為單一向量。（5 分）
2 試將 D⇀B 以 d⇀、e⇀、f⇀ 表示。（其答案不唯一）（5 分）
 1 a⇀ + b⇀ + d⇀ = a⇀ + b⇀ +（−a⇀）= b⇀

2 如右圖
 D⇀B = D⇀E + E⇀B = D⇀E + 2F⇀A = d⇀ + 2 f⇀

例題 3	 向量的線性組合!

如右圖，在 15 個相同平行四邊形拼成的圖形中，試問：
1 若 D⇀E = aA⇀B + bA⇀C，試求 a，b 的值。（5 分）
2 若 F⇀D = rA⇀B + sA⇀C，試求 r，s 的值。（5 分）

 1 D⇀E = D⇀G + G⇀E = A⇀B + 
2
3  A⇀C

 ⇒ a = 1，b = 
2
3

2 F⇀D = F⇀H + H⇀D = −
1
2  A⇀B − A⇀C

 ⇒ r = −
1
2，s = −1

x

x

x
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例題 4	 向量的坐標表示

1 給定坐標平面上三點 A（3，5），B（6，2），C（8，3），若四邊形 ABCD 為平行四邊形，
試求 D 點坐標。（5 分）

2 如右圖的坐標平面上，已知 A（5，3），A⇀B =（3，4）， 
P⇀B =（6，3），試求 P 點坐標。（5 分）

 1 設 D 點坐標為（a，b），則 A⇀D = B⇀C
 因此（a − 3，b − 5）=（2，1）
 得 a = 5，b = 6，故 D 點坐標為（5，6）
2 設 P 點坐標為（a，b），則 A⇀P =（a − 5，b − 3）
 又 A⇀P = A⇀B + B⇀P =（3，4）+（−6，−3）=（−3，1）
 ⇒（a − 5，b − 3）=（−3，1），解得 a = 2，b = 4
 故得 P 點坐標為（2，4）

例題 5	 兩向量平行的判定法則

已知坐標平面上向量 a⇀ =（2，5），b⇀ =（x，−10），則：
1 試求向量 c⇀，使得 c⇀ // a⇀，c⇀ 與 a⇀ 同方向且長度為 a⇀ 的 3 倍。（5 分）
2 若 a⇀ // b⇀，試求 x 值。（5 分）
 1 ∵ c⇀ 與 a⇀ 同方向且長度為 a⇀ 的 3 倍

 ∴ c⇀ = 3a⇀ = 3（2，5）=（6，15）
2 若 a⇀ // b⇀，則

 
2
x  = 

5
−10  ⇒ 5x = −20 ⇒ x = −4

x

x
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例題 6	 向量的線性組合@

已知坐標平面上向量 O⇀P =（7，−5），
1 設 O⇀A =（1，0），O⇀B =（0，1），試將 O⇀P 寫為 O⇀A 與 O⇀B 的線性組合。（5 分）
2 若 a⇀ =（2，−1），b⇀ =（−1，2），試將 O⇀P 寫為 a⇀ 與 b⇀ 的線性組合。（5 分）
 1 令 O⇀P = aO⇀A + bO⇀B

 則（7，−5）= a（1，0）+ b（0，1）=（a，b）
 ⇒ a = 7，b = −5
 故 O⇀P = 7O⇀A − 5O⇀B
2 令 O⇀P = ra⇀ + sb⇀

 則（7，−5）= r（2，−1）+ s（−1，2）=（2r − s，− r + 2s）

 得 
2r − s = 7     ⋯⋯⋯⋯⋯⋯1

− r + 2s = −5 ⋯⋯⋯⋯⋯2

 由1 × 2 + 2得 3r = 9 ⇒ r = 3
 代回1得 s = −1
 故 O⇀P = 3a⇀ − b⇀

例題 7	 平面向量線性組合所形成的圖形

設平面坐標上原點 O（0，0），向量 O⇀A =（2，1），O⇀B =（1，3），P 為平面上移動的點，且 
O⇀P = xO⇀A + yO⇀B，其中 1 ≤ x ≤ 3，−1 ≤ y ≤ 1，x，y 為實數。試在平面上標示所有 P 點所形
成的區域。（10 分）
 

例題 8	 分點公式

設點 A（0，4），B（10，9）為平面上相異兩點，P 為線段 AB 上一點且滿足 PA：PB = 2：3，
試求 P 點坐標。（10 分）
 取 O 為原點，得 O⇀A =（0，4），O⇀B =（10，9）
由分點公式

O⇀P = 
3

3 + 2  O⇀A + 
2

3 + 2  O⇀B

　   = 
3
5（0，4）+ 

2
5（10，9）

　   =（
0 + 20

5 ，
12 + 18

5 ）=（4，6）

故 P 點坐標為（4，6）

x

x

x
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例題 9	 向量加減法與係數積的應用

如右圖，在寬 420 公尺，水流速度每秒 3 公尺的筆直河道中，
從河岸 A 處將船朝對岸 D 處方向可開到正對岸 B 處，若船速每
秒 6 公尺，試問：
1 船實際速度為每秒多少公尺？（5 分）
2 船開到正對岸 B 處需要多少秒？（5 分）
 作示意圖如右

E⇀F：水流速度，A⇀E：船朝 D 處的速度，A⇀F：船實際速度
A⇀E + E⇀F = A⇀F，│A⇀E│= 6，│E⇀F│= 3，故
1 │A⇀F│= √62 − 32 = √36 − 9 = √27 = 3√3（公尺／秒）

2 
420
3√3  = 

140√3
3 （秒）

例題 10	用向量放大縮小圖片、平移圖片

如右圖，將長方形左下角頂點置於坐標系原點 O（0，0），右上頂點
為 A（400，300）。
1 若將圖片的每一點 P 都以向量 O⇀P' = rO⇀P 變換到點 P'，已知點 A 
變換為點 A'（600，450），試求：
1 r 值。（4 分）
2 變換後的圖片面積是變換前的幾倍？（3 分）

2 若將圖片的每一點 P 都以向量 O⇀P' = O⇀P +（180，120）變換到點 P'，試求點 A 變換後的
坐標。（3 分）

 1 1 由已知，令 O⇀A' = rO⇀A，則

 　 （600，450）= r（400，300），得 r = 
3
2

 2 ∵ r = 
3
2，則 r2 = 

9
4，故變換後的圖片面積是變換前的 

9
4  倍

2 O⇀A' = O⇀A +（180，120）
 　   =（400，300）+（180，120）
 　   =（580，420）
 故變換後點 A 的坐標為（580，420）

x

x


