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本文精選整理高中數學【數 A 第 3 冊與第 4 冊】的核心公式﹐旨在幫助同學快速回顧重要

內容﹐提高複習效率﹐並強化關鍵概念﹐是學習和備考的得力助手！

前言與目錄

數A　第 3 冊
序號 公式名稱 頁碼

1 弳
P.1

2 扇形的弧長與面積公式

3（1） 正弦﹑餘弦的和角公式與差角公式
P.2

3（2） 正切的和角公式與差角公式

4 直線的斜角
P.3

5 兩直線的夾角

6 二倍角公式 P.4
7 半角公式

P.5
8 正弦函數

9 餘弦函數 P.6
10 正切函數 P.7
11 函數圖形的平移及伸縮 P.8
12 正﹑餘弦函數的疊合公式 P.9

13（1） 指數函數
P.10

13（2） 指數函數的定義域與值域

13（3） 指數函數圖形 P.11
14 常用對數的基本性質 P.12
15 以 a 為底數的對數定義

P.13
16 換底公式

17 對數函數 P.14
18 比較 y＝logax 與 y＝ax  的圖形

P.15
19

對數函數 logax﹐a＞1 圖形的
凹向性

20 單利與複利 P.16
21 常數 e

P.1722（1） 向量的坐標表示法與長度

22（2） 三角不等式

23 向量的線性組合
P.18

24 分點公式

25 三點共線 P.19
26 平面向量的內積

P.20
27 兩向量垂直的判定法則

28 內積的基本性質
P.21

29 柯西不等式

30 向量的正射影
P.22

31 直線的法向量

32 二階行列式
P.23

33 三角形與平行四邊形的面積公式

34 線性組合與二元一次方程組
P.24

35 克拉瑪公式

36 克拉瑪公式的幾何意義 P.25

數A　第 4 冊
序號 公式名稱 頁碼

37 直線與直線的關係
P.26

38 直線與平面垂直的定義

39 三垂線定理 P.27
40 距離公式

P.28
41 空間向量的內積

42 柯西不等式
P.29

43 空間向量的外積

44 空間向量外積的基本性質 P.30
45 三階行列式

P.31
46 平行六面體體積

47 平面方程式 P.33
48 兩平面的夾角

P.34
49 點到平面的距離公式

50 兩平行平面的距離
P.35

51 直線的參數式

52 直線的比例式
P.36

53 直線與平面的關係

54 二直線關係的判斷 P.38
55 高斯消去法與矩陣的列運算 P.40
56 線性組合的幾何意義

P.41
57 矩陣的定義

58 矩陣加法﹑減法與係數積的定義
P.42

59 矩陣的係數積具有以下的性質

60 矩陣乘法的定義 P.43
61 乘法反方陣 P.44
62 2 階轉移矩陣 P.45
63 平面上的線性變換 P.46
64 線性變換的面積比

P.47
65 伸縮矩陣﹑伸縮變換

66 鏡射矩陣﹑鏡射變換 P.48
67 旋轉矩陣﹑旋轉變換 P.49
68 推移矩陣﹑推移變換 P.50
69 條件機率

P.51
70 獨立事件

71 三事件為獨立事件 P.52

【封裡】113下翰林數學 新學測公式集數A /  紙質：特銅 120磅  / 無線膠裝 / G8K模大：43.6×30.3 cm / 88%列印



1  弳

2  扇形的弧長與面積公式

例題例題

解

例題例題 1

解

0 弳
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【內頁】113下翰林數學 新學測數A-1公式集 /  紙質：道林 80 磅 / 無線膠裝 / G8K模大：21.6×30.3 cm / 100%列印
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3

 

 

3⑴  正弦﹑餘弦的和角公式與差角公式

3⑵  正切的和角公式與差角公式

例題 2

解

2



 

 

4  直線的斜角

5  兩直線的夾角

例題

解

例題

解
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試求兩直線 L1：a3 x－y＋1＝0 與 L2：x－a3 y＋2＝0 的夾角x

由斜角與斜率關係知若 L1﹑L2 的斜角分別為 q 1﹑q 2﹐斜率分別為 m1﹑m2 則
tan q 1＝m1＝a3

tan q 2＝m2＝
1
a3

因此由 tan 的差角公式可得

tan（q 1－q 2）＝

a3 －
1
a3

1＋a3．
1
a3

＝

2
a3

2
＝

1
a3

q 1－q 2＝30°﹐因此 L1﹑L2 夾角為 30°或 150°

6  二倍角公式
⑴ sin 2q＝2 sin q cos qx
⑵ cos 2q＝cos2 q－sin2 q＝2 cos2 q－1＝1－2 sin2 qx

⑶ tan 2q＝
2 tan q

1－tan2 q
x（其中 tan q﹐tan 2q  均有意義）

設 90°＜q＜180°﹐且 sin q＝
4
5

﹐試求：sin 2q﹐cos 2q  的值x

因為 cos2 q＝1－sin2 q＝1－
16
25
＝

9
25

﹐又 90°＜q＜180°﹐所以 cos q＝－
3
5

﹐故由二倍角

公式可得

sin 2 q＝2 sin q  cos q＝2×
4
5
×（－

3
5）＝－

24
25

cos 2 q＝1－2 sin2 q＝1－2×（
4
5）

2

＝－
7

25

例題例題

解

例題例題

解
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7  半角公式

  

8  正弦函數

例題

解
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9  餘弦函數

 

 

例題

解
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10  正切函數

 

  

例題

解
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11  函數圖形的平移及伸縮
1.　平移：設 h﹐k＞0x

⑴ y＝f（x）＋k 的圖形是將 y＝f（x）的圖形向上平移 k 單位而得x

⑵ y＝f（x）－k 的圖形是將 y＝f（x）的圖形向下平移 k 單位而得x

⑶ y＝f（x＋h）的圖形是將 y＝f（x）的圖形向左平移 h 單位而得x

⑷ y＝f（x－h）的圖形是將 y＝f（x）的圖形向右平移 h 單位而得x

2.　伸縮：設 a＞0x

⑴ y＝af（x）的圖形是 y＝f（x）的圖形上每一點的 y 坐標都乘上 a 倍x

⑵ y＝f（ax）的圖形是 y＝f（x）的圖形上每一點的 x 坐標都乘上 
1
a

 倍x

若函數 f（x）＝2 sin（
1
2

 x＋q）的部分圖形如右圖所
示﹐其中 0NqN2p﹐則 q  的值為何？

當 x＝
2p
3
時﹐y＝2 sin（

1
2
×

2p
3
＋q）＝2﹐

化簡得 sin（
p
3
＋q）＝1﹐即 

p
3
＋q＝

p
2

故 q＝
p
6

例題 1

解

8



試判斷下圖中﹐何者為 y＝2 sin x﹐y＝cos 2x﹐y＝si（x－
p
2 ）？

y＝2 sin x 振幅為 2

y＝cos 2x﹐y＝sin（x－
p
2 ）振幅為 1﹐

且 y＝cos 2x 週期 p﹐y＝sin（x－
p
2 ）週期 2p

故藍色曲線為 y＝2 sin x 圖形﹐紫色曲線為 y＝sin（x－
p
2 ）圖形

　橘色曲線為 y＝cos 2x 圖形

12  正﹑餘弦函數的疊合公式
設 a﹐b 是不全為 0 的實數﹐則

a sin x＋b cos x＝ala2＋b2 sin（x＋q）﹐

其中 q  滿足 cos q＝
a

ala2＋b2 ﹐sin q＝
b

ala2＋b2 x

例題 2

解
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考慮 a3 sin x＋cos x﹐試求：

⑴ 疊合成正弦曲線的形式﹐即 r sin（x＋p）﹐其中 r＞0﹐－p＜q＜px

⑵ 疊合成餘弦曲線的形式﹐即 r cos（x＋p）﹐其中 r＞0﹐－p＜q＜px

⑴  依據正弦函數的和角公式﹐得 

a3 sin x＋cos x ＝2（
a3
2

 sinx＋
1
2

 cos x）＝2（cos 
p
6

 sin x＋sin 
p
6

 cos x） 
＝2sin（x＋

p
6 ）x

⑵   依據正弦函數的和角公式，得

a3 sin x＋cos x ＝2（
a3
2

  sin x＋
1
2

 cos x）＝2（sin 
p
3

 sin x＋cos 
p
3

 cos x） 
＝2 cos（x－

p
3 ）x

試求 y＝sin2 x－4 sin x cos x＋3 cos2 x 的最大值與最小值x

y ＝
1－cos 2x

2
－2 sin 2x＋3．

1＋cos 2x
2

（＝倍角公式） 

＝2＋cos 2x－2 sin 2x 

＝2＋al1＋22（
1
a5

 cos 2x－
2
a5

 sin 2x） 
＝2＋a5 sin（φ－2x）﹐（sin φ＝

1
a5
﹐cos φ＝

2
a5 ）

－a5 Na5 sin（φ－2x）Na5

2－a5 N2＋a5 sin（φ－2x）N2＋a5

故最大值為 2＋a5﹐最小值為 2－a5

13⑴  指數函數
設 a＞0﹐且 a≠1﹐則稱函數 f（x）＝ax 是以 a 為底的指數函數x

13⑵  指數函數的定義域與值域
設 a＞0﹐且 a≠1﹐則指數函數 f（x）＝ax 的定義域為所有實數﹐且值域為所有正實數x

例題 1

解

例題 2

解

10



13⑶  指數函數圖形

　　　　　　　

例題 1

解

例題 2

解

設 a＞0﹐且 a≠1﹐則函數 y＝ax 的圖形如下：

如圖的三條曲線分別為 y＝2x﹐y＝4x﹐y＝（
1
7）

x

 的圖形x試判斷哪個圖

形代表哪個函數？

⑴  觀察 y＝2x﹐y＝4x 的底數都大於 1﹐因此函數圖形是愈往右邊愈陡

峭x且 y＝4x 比 y＝2x 更陡峭﹐因此 Γ 1 為 y＝2x 的圖形﹐ 

Γ 2 為 y＝4x 的圖形x

⑵  再觀察 y＝（
1
7）

x

 的底數小於 1﹐因此函數圖形是愈往左邊愈陡峭x

因此 Γ 3 為 y（
1
7）

x

 的圖形x

在坐標平面上﹐Γ 是邊長為 4 的正方形﹐其中心位在點（1﹐1）﹐且各邊與坐標軸平行x已

知函數 y＝a×2x 的圖形與 Γ 相交﹐其中 a 為實數﹐求 a 的最大可能範圍為？ 〔110 學測〕

考慮極端情形（a＞0 時 y＝a×2x 正好與 Γ  交於 
（－1﹐3）；a＜0 時 y＝a×2x 正好與 Γ  交於（－1﹐－1）

代入（－1﹐3）得 a×2－1N3 ⇒ aN6

代入（－1﹐－1）得 a×2－1M－1 ⇒ aM－2

故－2NaN6

)
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14  常用對數的基本性質

 

由 log a＋log c＝2 log b
得 log ac＝log b2

即 ac＝b2
（E正確﹐AD不正確）

log a＝1.1 ⇒ a＝100.1
×101 ⇒ 1 ＜a＜100（B不正確）

log c＝3.3 ⇒ c ＝100.3
×103 ⇒ 1000＜c＜2000（C正確） 

（log 2＝0.3010 即 100.3010
∼2）

例題 1

解

例題 2

解

設 r﹐s＞0﹐t 為實數x則有以下性質：

⑴ log r＋log s＝logrsx ⑵ log r－logs＝log
r
s
x ⑶ log rt＝t×log rx

試計算下式的值：

log 
4
7
－

4
3

 loga8 ＋
2
3

 logal343x

log 
4
7
－

4
3
．log 2

3
2＋

2
3

 log 7
3
2

＝log 
4
7
－

3
2
．

4
3

 log 2＋
2
3
．

3
2

 log 7

＝log 
4
7
－log 22＋log 7＝log（

4
7
×

1
4
×7）＝log 1＝0

設 a﹐b﹐c 為實數且滿足 log a＝1.1﹑log b＝2.2﹑log c＝3.3x試選出正確的選項x

（log 2~0.3010）

A a＋c＝2b

B 1＜a＜10

C 1000＜c＜2000

D b＝2a
E a﹐b﹐c 成等比數列 〔109 學測〕

12



15  以 a 為底數的對數定義

    

16  換底公式

  

例題 1

解

例題

解

例題

解

設底數 a＞0﹐a≠1 且 r＞0﹐若實數 b 滿足 ab＝r﹐則稱 b 為“以 a 為底數時﹐r 的對數”﹐記為 b
＝loga rx

試求下列各值：

⑴ log2 16x ⑵ log27 9x

⑴ 由於 16＝24﹐因此 log2 16＝4x

⑵ 由 9＝32
＝（33

）
2
3＝27

2
3﹐得 log27 9＝

2
3
x

若 loga 729 為正整數﹐則正整數 a 共有多少個？

令 loga 729＝n ⇒ 729＝an ⇒ an
＝36

故 a＝3﹐32﹐33﹐36

故 4 個

設 a＞0﹐且 a≠1﹐對於任意正數 r﹐則 loga r＝
log r
log a

x

⑴ 試利用換底公式以 log 2 表示 log2 200x

⑵ 若將 log2 3x 表示成 a log x＋b 的形式﹐試求實數 a﹐bx

⑴ log2 200＝
log 200
log 2

＝
log 100＋log 2

log 2
＝

2＋log 2
log 2

x

⑵ log2 3x＝
log 3x
log 2

＝
log x＋log 3

log 2
＝

1
log 2

 log x＋
log 3
log 2

故 a＝
1

log 2
﹐b＝

log 3
log 2

13
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17  對數函數

 

例題 1

解

例題 2

解

設 a＞0﹐a≠1﹐且 x 是任意正數﹐則稱函數
f（x）＝loga x

為以 a 為底數的對數函數﹐其定義域為所有正實數﹐值域為所有實數x

右圖為兩函數 f（x）＝log 2（ax＋b）﹐g（x）＝log 2（cx＋d）的

函數圖形﹐試比較 a 與 c 的大小x

由 x＝1 與圖形交點判斷得 log 2（c＋d）＜log 2（a＋b）＜0

c＋d＜a＋b＜1 ⋯⋯⋯⋯⋯⋯① 
再由圖形通過（2﹐0）即 log 2（2a＋b）＝0＝log2（2c＋d）
得 2a＋b＝1＝2c＋d⋯⋯⋯⋯② 
由①② 1－c＜1－a﹐且 a﹑c＞0　故 c＞a（＞0）

若 log4 y＝log2 x﹐試求 y 與 x 的圖形最接近下列何者？

A B C

D E

log4 y＝
log y
log 4

﹐log2 x＝
log x
log 2

故 log y＝2 log x ⇒ log y＝log x2

得 y＝x2﹐x﹐y＞0

因此﹐圖B符合

14



18  比較 y＝loga x 與 y＝ax 的圖形

 

19  對數函數 loga x﹐a＞1 圖形的凹向性

例題

設 a＞0 且 a≠1﹐則 y＝loga x 與 y＝ax 的兩個函數圖形對稱於直線 x－y＝0x

將 y＝log2 x 與 y＝2x 兩函數的圖形放在同
一個坐標平面上觀察﹐如圖所示﹐我們可

以發現兩圖形對稱於直線 x－y＝0x

⑴ 觀察圖形可以看出常用對數函數 y＝log x 的函數圖形為凹口向下x

⑵ 因為 log x＝
loga x

loga 10
＝

log2 x
log2 10

﹐由於 loga 10＞0﹐所以對數函數 loga x 也是凹口向下的x
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已知實數 a﹐b＞1﹐試利用函數圖形的凹向性比較 log（
a＋b

2 ）與 
log a＋log b

2
 的大小關

係x

如圖

log a＋log b
2

＜log 
a＋b

2

20  單利與複利
設本金為 a﹐每期利率為 rx
⑴ 以單利孳息﹐經過 n 期後﹐本利和為 a（1＋nr）x

⑵ 以複利孳息﹐每年的本利和是前一期的（1＋r）倍﹐故 n 期後的本利和是
a（1＋r）（1＋r）⋯⋯（1＋r）＝a（1＋r）nx

n 個 　   　　　　 
⑶  零存整付 
複利計算下﹐n 期後可以領回的本利和為 
a（1＋r）n＋a（1＋r）n－1＋⋯＋a（1＋r）2＋a（1＋r） 

＝a（1＋r）×
（1＋r）n－1

r
（元）x

小明每年固定購買某基金 10 萬元﹐在年報酬率 8％且以複利計息的情況下﹐他至少需要多

少年﹐才可以累積到人生的第一桶金 100 萬元？（無條件進入至整數位）

設 n 年後﹐他的本利和超過 100 萬﹐故

10×1.08×
（1.08）n－1

0.08
M100﹐

化簡得（1.08）nM1.74074074x

不等式的兩邊同時取常用對數﹐其大小關係並無改變﹐得

n×log 1.08Mlog 1.74074074﹐

所以

nM
log 1.74074074

log 1.08
~7.202484882﹐

所以最少需 8 年x

例題

解

例題

解
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21  常數 e
 

 

 

22⑴  向量的坐標表示法與長度

22⑵  三角不等式

\

例題

例題 1

解

n 愈來愈大時﹐（1＋
1
n）

n

 會愈接近一個數 2.718281828⋯﹐這個常數是一個無理數﹐特別記為 

ex稱為自然對數的底數x

年利率 100％﹐若存款 1 元﹐（平年）每天複利計
息一次﹐則一年後的本利和為

 （1＋
1

365）
365

~2.71457 元x

如果要求銀行每一秒﹐甚至每 0.1 秒都計息一次﹐

本利和是否會愈來愈大？參考右表﹐可觀察得知

 （1＋
1
n）

n

會趨近一個定值x

坐標平面上的任意一個向量 zv﹐將始點放在原點﹐設終點坐標為（x﹐y）﹐則： zv＝（x﹐y）稱為 zv 的
坐標表示x∣zv∣＝alx2＋y2 為 zv 的長度x

設 za﹐zb 為任意兩向量x則

∣ za＋ zb∣N∣ za∣＋∣ zb∣﹐
等號在 za﹐zb﹐或 za﹐zb 中有零向量時成立x

﹐ ﹐設向量 za＝（－1﹐2） zb＝（3﹐4） zc＝（1﹐3）﹐試求：
⑴ 2za＋zb－3 zcx ⑵ ∣2za＋zb－3 zc∣x

⑵  由向量加減法及係數積可得
2 za＋zb－3 zc ＝2（－1﹐2）＋（3﹐4）－3（1﹐3）

＝（－2﹐4）＋（3﹐4）－（3﹐9）＝（－2﹐－1）x

⑵  ∣2za＋ zb－3 zc∣即第⑴小題 2za＋ zb－3 zc 的長度﹐因此
∣2 za＋zb－3 zc∣＝a（l－2）2＋（－1）2

＝a5x

一年計息頻率 期數 本利和

1 年 1 2.000
半年 2 2.250

1 個月 12 2.613
1 日 365 2.715
1 秒 31536000 2.717

⋯ ⋯ ⋯
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23  向量的線性組合
若 zOA 與 zOB 為平面上兩個不平行的非零向量﹐則平面上任意一個向量 zOP 必能唯一表成

zOP＝xzOA＋yzOB
的形式﹐其中 x﹐y 為實數x

設 zOA＝（2﹐1）﹐zOB＝（1﹐2）﹐若 zOP＝xzOA＋yzOB﹐且 0NxN1﹐0NyN1﹐x﹐y 為實數﹐試

在平面上標示出所有 P 點所形成的區域x

令 zOA'＝xzOA﹐zOB'＝yzOB﹐因為 0NxN1﹐所以點 A' 必落在zOA
上x同理﹐點 B' 也必落在zOB 上x

zOP＝xzOA＋yzOB＝ zOA'＋zOB'﹐故 OA'PB' 形成平行四邊形x從

而得知點 P 必定位於平行四邊形 OACB 及其內部

24  分點公式
設 P 點是線段 AB 上的點﹐且滿足 PA：PB＝m：n﹐則對任一點 O﹐ 

zOP＝
n

m＋n
 zOA＋

m
m＋n

 zOBx

例題 2

解

例題

解

如圖所示﹐試求 AD 的值x

zAD＝ zAB＋zBC＋zCD
∣ zAD∣2

＝（ zAD． zAD）＝（ zAB＋zBC＋zCD）．（ zAB＋zBC＋zCD）
＝∣ zAB∣2＋∣ zBC∣2＋∣ zCD∣2＋2 zAB．zBC＋2zBC．zCD＋2 zAB．zCD
＝12＋22＋32＋2．1．2．cos 60°＋2（2．3．cos 90°）＋2．（1．3．cos 150°）

＝1＋4＋9＋2＋0＋2（3．（－
a3
2 ））

＝16－3a3

若 vOA 與 vOB 為平面上兩個不平行的非零向量﹐則平面上任意一個向量 vOP 必能唯一表成

vOP＝xvOA＋yvOB
的形式﹐其中 x﹐y 為實數x

設 vOA＝（2﹐1）﹐vOB＝（1﹐2）﹐若 vOP＝xvOA＋yvOB﹐且 0NxN1﹐0NyN1﹐x﹐y 為實數﹐試

在平面上標示出所有 P 點所形成的區域x

令 vOA'＝xvOA﹐vOB'＝yvOB﹐因為 0NxN1﹐所以點 A' 必落在OA 
上x同理﹐點 B' 也必落在OB 上x

vOP＝xvOA＋yvOB＝ vOA'＋vOB'﹐故 OA'PB' 形成平行四邊形x從

而得知點 P 必定位於平行四邊形 OACB 及其內部

設 P 點是線段 AB 上的點﹐且滿足 PA：PB＝m：n﹐則對任一點 O﹐ 

vOP＝
n

m＋n
 vOA＋

m
m＋n

 vOBx

如圖所示﹐試求 AD 的值x

zAD＝ zAB＋zBC＋zCD
∣ zAD∣2

＝（ zAD． zAD）＝（ zAB＋zBC＋zCD）．（ zAB＋zBC＋zCD）
＝∣ zAB∣2＋∣ zBC∣2＋∣ zCD∣2＋2 zAB．zBC＋2zBC．zCD＋2 zAB．zCD
＝12＋22＋32＋2．1．2．cos 60°＋2（2．3．cos 90°）＋2．（1．3．cos 150°）

＝1＋4＋9＋2＋0＋2（3．（－
a3
2 ））

＝16－3a3

若 vOA 與 vOB 為平面上兩個不平行的非零向量﹐則平面上任意一個向量 vOP 必能唯一表成

vOP＝xvOA＋yvOB
的形式﹐其中 x﹐y 為實數x

設 vOA＝（2﹐1）﹐vOB＝（1﹐2）﹐若 vOP＝xvOA＋yvOB﹐且 0NxN1﹐0NyN1﹐x﹐y 為實數﹐試

在平面上標示出所有 P 點所形成的區域x

令 vOA'＝xvOA﹐vOB'＝yvOB﹐因為 0NxN1﹐所以點 A' 必落在OA 
上x同理﹐點 B' 也必落在OB 上x

vOP＝xvOA＋yvOB＝ vOA'＋vOB'﹐故 OA'PB' 形成平行四邊形x從

而得知點 P 必定位於平行四邊形 OACB 及其內部

設 P 點是線段 AB 上的點﹐且滿足 PA：PB＝m：n﹐則對任一點 O﹐ 

vOP＝
n

m＋n
 vOA＋

m
m＋n

 vOBx

18



設 A（3﹐－6）﹐B（－7﹐9）為平面上相異兩點﹐P 為 AB 上一點﹐且滿足 AP：BP＝3：2﹐試求 
P 點的坐標x

因為 P 點在 AB 上﹐且 AP：BP＝3：2﹐

取 O 為原點﹐則 zOA＝（3﹐－6）﹐zOB＝（－7﹐9）﹐

由分點公式

zOP ＝
2
5

 zOA＋
3
5

 zOB＝
2
5
（3﹐－6）＋

3
5
（－7﹐9）＝（－3﹐3）﹐

故得 P 點的坐標為（－3﹐3）x

25  三點共線
平面上的相異四點 P﹐A﹐B﹐O﹐其中 O 不在直線 AB 上x若 zOP＝a zOA＋b zOB﹐則 P﹐A﹐B 三點
共線的充要條件為 a＋b＝1x

設 G 為△ABC 的重心﹐O 為平面上任一點﹐

⑴ 若 zAG＝xzAB＋yzAC﹐試求 x﹐y 之值x

⑵ 承⑴﹐試導出 zOG＝
1
3

 zOA＋
1
3

 zOB＋
1
3

 zOCx

⑴  如圖x設 M 為BC 中點﹐由分點公式可得 

zAM＝
1
2

 zAB＋
1
2

 zAC﹐ 

由重心的性質可得 

zAG＝
2
3

 zAM＝
2
3
（

1
2

 zAB＋
1
2

 zAC）＝
1
3

 zAB＋
1
3

 zAC﹐ 

故得 x＝
1
3

﹐y＝
1
3
x

⑵  因為 zAG＝
1
3

 zAB＋
1
3

 zAC﹐所以 zOG－ zOA＝
1
3
（ zOB－ zOA）＋

1
3
（ zOC－ zOA）﹐ 

整理得 zOG＝
1
3

 zOA＋
1
3

 zOB＋
1
3

 zOCx 

若△ABC 的頂點坐標分別為 A（a1﹐a2）﹐B（b1﹐b2）﹐C（c1﹐c2）﹐ 

由上例計算得重心 G 的坐標為（
a1＋b1＋c1

3
﹐

a2＋b2＋c2

3 ）

例題

解

例題

解
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26  平面向量的內積
⑴  如果 za﹐zb 之中有一為零向量﹐則其內積為 0x
⑵ 坐標平面上兩非零向量 za﹐zb 的內積為 za． zb＝∣ za∣∣ zb∣cos q﹐其中 q  為 za 與 zb 的夾角x

⑶  坐標平面上兩向量 za＝（a1﹐a2）﹐zb＝（b1﹐b2）的內積 

za． zb＝a1b1＋a2b2x

如右圖所示﹐已知 A﹐B﹐C﹐D﹐E 為單位圓上五個點﹐O 為圓心﹐

試問 zOA﹐zOB﹐zOC﹐zOD﹐zOE 中﹐哪兩個向量內積最大？

因 vOA﹐vOB﹐vOC﹐vOD﹐vOE 長度皆相同
考慮 za． zb＝∣ za∣∣zb∣cos q 長度固定時﹐ q  愈小﹐cos q 愈大
za．zb 也會大
因此 zOB． zOC 最大

27  兩向量垂直的判定法則
不論是平面或空間向量﹐若 za 與 zb 為兩個非零向量﹐則：

⑴ 若 za 與 zb 互相垂直﹐則 za． zb＝0x

⑵ 若 za． zb＝0﹐則 za 與 zb 互相垂直x

已知 O 為原點﹐且 A 點的坐標為（－3﹐5）﹐B 點在直線 y＝2 上﹐若 zOA⊥ zOB﹐試求 B 點的
坐標x

令 B 坐標（x﹐2）

zOA＝（－3﹐5）﹐zOB＝（x﹐2）

由 zOA⊥ zOB 知 zOA． zOB＝－3x＋10＝0

得 x＝
10
3

例題

解

例題

解

不論是平面或空間向量﹐設 za﹐zb﹐zc 為任意向量﹐a  為任意實數﹐則：
⑴ a． zb＝ zb． zax
⑵ （a za）． zb＝ za．（a zb）＝a（za．zb）x
⑶ （ za＋ zb）．zc＝za． zc＋zb．zcx
⑷   ．z a＝∣ z a∣2 x

已知坐標平面上三點 A（3﹐－2）﹐B（－1﹐1）﹐C（5﹐4）﹐若 t 為實數﹐當∣tzAB＋zAC∣有最小
值時﹐t 的值x

tzAB＋zAC＝（－4t﹐3t）＋（2﹐6）＝（－4t＋2﹐3t＋6）

∣tzAB＋zAC∣2 
＝（tzAB＋zAC）．（tzAB＋zAC）＝t2

∣zAB∣2＋2tzAB．zAC＋∣zAC∣2

＝25t2＋20t＋40＝25（t＋
2
5）

2

＋36

故 t＝－
2
5

 時有最小值

⑴  向量形式：若 za﹐zb 為平面上任意兩非零向量﹐則∣ za． zb∣N∣ za∣∣zb∣﹐且等號成立時若
且唯若 za7 zbx

⑵  一般形式：若 a1﹐a2﹐b1﹐b2 為任意實數﹐則
（a1

2＋a2
2）（b1

2＋b2
2）M（a1b1＋a2b2）

2﹐

且等號成立於 a1b2＝a2b1 時x（如果 b1b2≠0﹐可寫成 
a1

b1
＝

a2

b2
）

設實數 x﹐y 滿足 3x＋4y＝5﹐試求 x2＋y2 的最小值及此時 x﹐y 的值x

由柯西不等式得（x2＋y2
）（32＋42

）M（3x＋4y）2x

又 3x＋4y＝5﹐代入上式得（x2＋y2
）．25M52﹐即 x2＋y2M1x

等號成立於
x
3
＝

y
4

 時﹐令 x＝3k﹐y＝4k 代入 3x＋4y＝5﹐得

9k＋16k＝5﹐化簡得 k＝
1
5
x即當 x＝

3
5
﹐y＝

4
5

 時﹐x2＋y2 有最小值 1x

za
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28  內積的基本性質

29  柯西不等式

 

例題

解

例題

解

不論是平面或空間向量﹐設 za﹐zb﹐zc 為任意向量﹐a  為任意實數﹐則：
⑴ a． zb＝ zb． zax
⑵ （a za）． zb＝ za．（a zb）＝a（za． zb）x
⑶ （ za＋ zb）．zc＝za． zc＋zb．zcx
⑷   ．z a＝∣ z a∣2 x

已知坐標平面上三點 A（3﹐－2）﹐B（－1﹐1）﹐C（5﹐4）﹐若 t 為實數﹐當∣tzAB＋zAC∣有最小
值時﹐t 的值x

tzAB＋zAC＝（－4t﹐3t）＋（2﹐6）＝（－4t＋2﹐3t＋6）

∣tzAB＋zAC∣2 
＝（tzAB＋zAC）．（tzAB＋zAC）＝t2

∣zAB∣2＋2tzAB．zAC＋∣zAC∣2

＝25t2＋20t＋40＝25（t＋
2
5）

2

＋36

故 t＝－
2
5

 時有最小值

⑴  向量形式：若 za﹐zb 為平面上任意兩非零向量﹐則∣ za． zb∣N∣ za∣∣ zb∣﹐且等號成立時若
且唯若 za7 zbx

⑵  一般形式：若 a1﹐a2﹐b1﹐b2 為任意實數﹐則
（a1

2＋a2
2）（b1

2＋b2
2）M（a1b1＋a2b2）

2﹐

且等號成立於 a1b2＝a2b1 時x（如果 b1b2≠0﹐可寫成 
a1

b1
＝

a2

b2
）

設實數 x﹐y 滿足 3x＋4y＝5﹐試求 x2＋y2 的最小值及此時 x﹐y 的值x

由柯西不等式得（x2＋y2
）（32＋42

）M（3x＋4y）2x

又 3x＋4y＝5﹐代入上式得（x2＋y2
）．25M52﹐即 x2＋y2M1x

等號成立於
x
3
＝

y
4

 時﹐令 x＝3k﹐y＝4k 代入 3x＋4y＝5﹐得

9k＋16k＝5﹐化簡得 k＝
1
5
x即當 x＝

3
5
﹐y＝

4
5

 時﹐x2＋y2 有最小值 1x

za
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30  向量的正射影

31  直線的法向量

例題

解

例題 1

解

不論是平面或空間向量﹐設 za﹐zb 為兩個向量﹐且 zb≠z0﹐則 za 在 zb 上的

正射影為（ za．zb
∣zb∣2）zbx

試將向量 za＝（7﹐4）分解為與 zb＝（1﹐2）平行及垂直之兩個分量x

zv＝（
za．zb
∣zb∣2）zb＝

7×1＋4×2
12＋22 （1﹐2）＝（3﹐6）x

與 zb 垂直之分量﹐即
za－ zv＝（7﹐4）－（3﹐6）＝（4﹐－2）x

向量（a﹐b）為直線 L：ax＋by＋c＝0 的一個法向量x

已知直線 L 的法向量為（2﹐－3）﹐且通過點（－1﹐4）﹐試求此直線方程式x

因法向量為（2﹐－3）﹐可設直線 L 方程式為 2x－3y＝kx

又通過點（－1﹐4）﹐故

2×（－1）－3×4＝k﹐

即 k＝－14﹐故直線 L 方程式為 2x－3y＋14＝0x

22



求二直線 a3 x－y＋2＝0 及 2x＋2y＋7＝0 之夾角x 

兩直線分別取法向量（a3 ﹐－1）與（1﹐1）

cos q＝
（a3 ﹐－1）．（1﹐1）
∣al3＋1．al1＋1

＝
a3 －1

2a2
＝
a6 －a2

4

故 q＝75°﹐因此另一夾角為 105°

32  二階行列式
二階行列式∣

a　b
c　d∣＝ad－bcx

33  三角形與平行四邊形的面積公式
設 zu＝（a1﹐a2）和 zv＝（b1﹐b2）為兩個非零向量x

⑴  由 zu 和 zv 所張成的三角形面積為 

1
2

 a∣lzu∣2∣ zv∣2－（ zu． zv）2＝
1
2
∣a1b2－a2b1∣＝

1
2∣

a1

a2

　
b1

b2
∣的絕對值x

⑵  由 zu 和 zv 所張成的平行四邊形面積為 

a∣lzu∣2∣zv∣2－（zu．zv）2＝∣a1b2－a2b1∣＝∣
a1

a2

　
b1

b2
∣的絕對值

⑴ 試求由 za＝（2﹐1）﹐zb＝（4﹐5）所張成的平行四邊形面積x

⑵ 已知△ABC 中三頂點坐標為 A（2﹐1）﹐B（1﹐－2）﹐C（4﹐－1）﹐試求△ABC 的面積x

⑴  由 za﹐zb 所張成的平行四邊形面積為∣
2　4

1　5∣的絕對值 

＝∣2×5－1×4∣＝6x

⑵  因為　 zAB＝（1－2﹐－2－1）＝（－1﹐－3）﹐ 

zAC＝（4－2﹐－1－1）＝（2﹐－2）﹐所以△ABC 的面積為 

1
2（∣

－1

－3
　

2

－2∣的絕對值）＝
1
2
∣（－1）×（－2）－（－3）×2∣＝4x

例題 2

解

例題

解

23

高
二
數

A
　
第

3
冊
　
公
式



34  線性組合與二元一次方程組

35  克拉瑪公式

 

例題

解

例題

解

解二元一次方程組
a1x＋b1y＝c1﹐

a2x＋b2y＝c2﹐
 即要找出實數 x﹐y 滿足線性組合 xza＋yzb＝ zcx

已知二元一次方程組
2x＋y＝7

x＋3y＝11
﹐將此方程組表示為向量線性組合的形式x

令 za＝（
2

1
﹐） zb＝（

1
3 ﹐） zc＝（

7
11）

原方程組可表示成

xza＋yzb＝ zc

已知二元一次方程組
a1x＋b1y＝c1﹐

a2x＋b2y＝c2﹐

設Δ＝∣
a1

a2

b1

b2
∣﹐Δx＝∣

c1

c2

b1

b2
∣﹐Δy＝∣

a1

a2

c1

c2
∣﹐當 Δ≠0 時﹐方程組恰有一組解為 

x＝
Δx

Δ
﹐y＝

Zy

Z
x

利用克拉瑪公式﹐解二元一次方程組
9x＋10y＝11﹐

11x＋12y＝13x
x

因為 Δ＝∣
9

11

10

12∣＝∣
9

11

10－9

12－11∣＝∣
9

11

1

1∣＝－2﹐

Δx＝∣
11

13

10

12∣＝∣
11－10

13－12

10

12∣＝∣
1

1

10

12∣＝2﹐

Δy＝∣
9

11

11

13∣＝∣
9

11

11－9

13－11∣＝∣
9

11

2

2∣＝－4x

故由克拉瑪公式得

x＝
Δx

Δ
＝

2
－2
＝－1﹐y＝

Δy

Δ
＝
－4
－2
＝2x

24



36  克拉瑪公式的幾何意義

例題

解

在線性組合 xza＋yzb＝zc 中﹐若 x﹐y＞0﹐則

（x﹐y）＝（ zc﹐zb 所張成的平行四邊形面積
za﹐zb 所張成的平行四邊形面積

﹐
za﹐zc 所張成的平行四邊形面積
za﹐zb 所張成的平行四邊形面積 ）x

已知 3 za＋5zb－4 zc＝z0﹐若 zb﹐zc 所張成的三角形面積為 1﹐試求 za﹐zc 所張成的三角形面積x

由 3 za＋5zb＝4zc

得
3
4

 za＋
5
4

 zb＝ zc

3
4
＝

zc﹐zb 所張成的平行四邊形面積
za﹐zb 所張成的平行四邊形面積

⇒ za﹐zb 所張成的平行四邊形面積＝
4
3

5
4
＝

za﹐zc 所張成的平行四邊形面積
za﹐zb 所張成的平行四邊形面積

⇒ za﹐zc 所張成的平行四邊形面積 ＝
5
4
．za﹐zb 所張成的平行四邊形面積 

＝
5
4
．

4
3
＝

5
3
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37 直線與直線的關係 

 

 

 

38 直線與平面垂直的定義 

例題

解

空間中的兩直線 L1 與 L2 的位置關係有下列四種情形：
⑴ 兩直線重合x ⑵ 兩直線恰交於一點x

⑶ 兩直線平行x ⑷ 兩直線歪斜x

若直線 L 與平面 E 相交於一點 P﹐且平面 E 上通過 P 點的每一條
直線都與直線 L 垂直﹐則稱直線 L 與平面 E 垂直﹐記為 L⊥E﹐此
時直線 L 稱為平面 E 的一條法線x

右圖是一個正四面體﹐已知直線 AP 與平面 BCD 垂直於 P 點﹐試判斷
下列哪些選項是正確的？

A直線 AC 與平面 BCD 垂直
B直線 AP 與直線 BP﹐CP﹐DP 皆垂直
C P 點為正三角形 BCD 的外心

A ×：若 J AC⊥平面 BCD﹐則 AC⊥CD 且 AC⊥BC
此與∠ACD＝60°＝∠ACB 相違背x

B ○：因 AP⊥平面 BCD﹐故 AP⊥PB﹐AP⊥PC﹐AP⊥PD
C ○：由B知∠APB＝90°＝∠APC＝∠APD
又 AB＝AC＝AD﹐故 PB＝PC＝PD
故 P 為△BCD 外心x

26
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39 三垂線定理 

例題

解

設直線 PA 與平面 E 垂直於 A 點﹐直線 L 為平面 E 上不通過 A 點
的直線x

⑴ 若由 A 點向直線 L 作垂線﹐設其垂足為 B﹐則直線 PB 與直線 L
垂直於 B 點﹐如圖所示x

⑵ 反之﹐若直線 PB 與直線 L 垂直於 B 點﹐則直線 AB 與直線 L
亦垂直於 B 點x

如右圖的單位正立方體﹐試求 P 點到 AB 的距離x

C 為 AB 中點﹐因底面 ADBE 為正方形

故 AC＝
1

2
 a2 ＝CD

因 PD⊥平面 ADBE﹐DC⊥AC
由三垂線定理知 PC⊥AC﹐即∠PDC＝90°

由直角△PDC﹐PD＝1﹐CD＝
a2

2
可得

PC＝zx1＋
1

2
 ＝z

3

2
 ＝

a6

2
x
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40 距離公式 

例題

41 空間向量的內積 

例題 1

x

解

解

坐標空間中﹐P（x1﹐y1﹐z1）﹐Q（x2﹐y2﹐z2）兩點的距離為

PQ＝al（x1－x2）
2＋（y1－y2）

2＋（z1－z2）
2 x

右圖是坐標空間中的一個長方體﹐P 點坐標為（2﹐－3﹐4）﹐

試求 P 點分別到 x﹑y﹑z 軸的距離x

2 2 2

2 2 2

2 2 2

P 點到 x 軸的距離為

PA＝al（2－2）＋（－3－0）＋（4－0） ＝5x
P 點到 y 軸的距離為

PB＝al（2－0）＋（－3＋3）＋（4－0） ＝2a5） 
P 點到 z 軸的距離為

PC＝al（2－0）＋（－3－0）＋（4－4） ＝s13

坐標空間中兩向量 ca＝（a1﹐a2﹐a3）﹐cb＝（b1﹐b2﹐b3）的內積為

ca．cb＝a1b1＋a2b2＋a3b3x

﹐設 ca＝（a3 ﹐1﹐0） cb＝（－1﹐0﹐0）﹐試求：

⑵ ca 與 cb 兩向量的夾角x⑴ ca．c b 之值x

⑴ 由內積的定義可得

ca．cb＝a3 ×（－1）＋1×0＋0×0＝－a3

⑵ 設 ca 與 cb 兩向量的夾角為 q﹐可得

cos q＝
ca．cb
|ca||cb|

＝－
a3

j3＋1＋0   j1 ＋0＋0
＝－

a3

2
﹐

所以 q＝150°x故 ca 與 cb 兩向量的夾角為 150°x

-

28



42 柯西不等式 

例題 1

43 空間向量的外積 

例題

解

解

⑴ 向量形式：若 ca﹐cb 為空間中任意兩非零向量﹐則
|ca．cb|N| ca|| cb|﹐

等號成立於 ca//cb 或 ca﹐cb 兩向量中有一向量為零向量時x

⑵ 一般形式：若 a1﹐a2﹐a3﹐b1﹐b2﹐b3 為任意實數﹐則
（a1

2＋a2
2＋a3

2）（b1
2＋b2

2＋b3
2）M（a1b1＋a2b2＋a3b3）

2﹐

等號成立於存在一實數 t 使得（a1﹐a2﹐a3）＝t（b1﹐b2﹐b3）或 b1＝b2＝b3＝0 時x

⑴  已知坐標空間中有兩向量 ca＝（2﹐4﹐－4）﹐cb＝（x﹐y﹐z）﹐若|cb|＝4﹐則 ca．cb 的最大可能
範圍為何？

⑵  設實數 x﹐y﹐z 滿足 x2＋y2＋z2＝16﹐已知 c 為常數且（x＋2y＋cz）2 的最大值為 144﹐試求

c 值x

⑴ 因|ca． cb|N|ca|．|cb|＝al4＋16＋16 ．4＝24

故－24Nca．cbN24

⑵ 因（x＋2y＋cz）2N（x2＋y2＋z2）．（12＋22＋c2）

知 x＋2y＋cz 最大值為 16．（12＋22＋c2）

故 16（12＋22＋c2）＝144 解得 c2＝4

即 c＝±2

設 ca＝（a1﹐a2﹐a3）﹐cb＝（b1﹐b2﹐b3）為坐標空間中兩向量﹐則 ca 與 cb 的外積為向量 
（a2b3－a3b2﹐a3b1－a1b3﹐a1b2－a2b1）﹐記作 ca×cbx

設 ca＝（2﹐1﹐0）﹐cb＝（1﹐2﹐0）﹐試求：

⑴ ca 與 cb 的外積 ca×cbx

⑵ cb 與 ca 的外積 cb×cax

⑴ ca×cb＝（| 1 0
2 0 | ﹐| 0 2

0 1 |﹐|
2 1
1 2 |）＝（0﹐0﹐3）x

⑵ cb×ca＝（| 2 0
1 0 |﹐|

0 1
0 2 |﹐|

1 2
2 1 |）＝（0﹐0﹐－3）x

（注意到 ca×cb＝－cb×ca） 29
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44 空間向量外積的基本性質 

例題 1

例題 2

解

解

設 ca＝（a1﹐a2﹐a3）﹐cb＝（b1﹐b2﹐b3）為空間中兩非零向量﹐則：

⑴ ca×cb＝－（cb×ca）x

⑵ ca 與 cb 平行時﹐ca×cb＝c0x
⑶ ca×cb 同時與 ca 和 cb 垂直x

⑷ |ca×cb|＝|ca||cb|sin q﹐其中 q 為 ca 和 cb 的夾角x

已知坐標空間中三點 A（1﹐1﹐1）﹐B（2﹐0﹐0）﹐C（2﹐－1﹐－1）﹐試求一單位向量﹐使其同時

與 zAB 及 zAC 垂直x

zAB＝（1﹐－1﹐－1）﹐zAC＝（1﹐－2﹐－2）

zAB×zAC＝（|－1 －1
－2 －2 |﹐|

－1 1
－2 1 |﹐|

1 －1
1 －2 |）＝（0﹐1﹐－1）

zAB×zAC 同時垂直 zAB﹑zAC

故±
1

j0＋1＋1
（0﹐1﹐－1）＝±（0﹐

1

a2
﹐－

1

a2 ）為所求向量x

已知空間中△ABC 三頂點坐標分別為 A（0﹐1﹐2）﹐B（－2﹐3﹐5）﹐C（1﹐4﹐－1）﹐試求△ABC 

的面積x

△ABC 的面積為 zAB 和 zAC 所張成的平行四邊形面積之半﹐即
1

2
|zAB×zAC|x

由 zAB＝（－2﹐2﹐3）﹐zAC＝（1﹐3﹐－3）﹐可得

zAB×zAC＝（| 2 3
3 －3 |﹐|

3 －2
－3 1 |﹐|

－2 2
1 3 |）＝（－15﹐－3﹐－8）x

故△ABC 的面積為 
1

2
| zAB×zAC| ＝

1

2
 al（－15）2＋（－3）2＋（－8）2  

＝
1

2  d298 平方單位x

30



45 三階行列式 

例題

46 平行六面體體積 

例題 1

解

下列等式中的左式稱為三階行列式﹐右式為此三階行列式的值（或展開式）x

|
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3
|＝a1b2c3＋b1c2a3＋c1a2b3－a3b2c1－b3c2a1－c3a2b1x

試求下列三階行列式的值：

⑴ |
1 －1 2
4 6 －8
3 －4 7 |x ⑵ |

1 a2 a3
1 －a2 a3
1 a2 －a3 |x

⑴ |
1 －1 2
4 6 －8
3 －4 7 | ＝1×6×7＋4×（－4）×2＋3×（－8）×（－1）－3×6×2－（－4）（－8）×1－7×4×（－1）

＝－6x

⑵ |
1 a2 a3
1 －a2 a3
1 a2 －a3 | ＝1×|－a2 a2

a2 －a3 |－1×| a2 a3
a2 －a3 |＋1×| a2 a3

－a2 a3 |
＝0－1×（－2a6 ）＋1×（2a6 ）＝4a6 x

由 ca＝（a1﹐a2﹐a3）﹐cb＝（b1﹐b2﹐b3）﹐cc＝（c1﹐c2﹐c3）三個不共平面的非零向量所決定的平行六面

體體積為

∣ca．（cb×cc）∣＝|
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3
|的絕對值x

﹐ ﹐ ﹐﹐設 ca＝（2﹐1﹐3） cb＝（1﹐2﹐1） cc＝（－1﹐3﹐2）﹐試求 ca cb cc 三向量所決定的平行六面體體

積x
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例題 2

 

解

解

利用上述公式得平行六面體體積

∣ca．（cb×cc）| ＝|
2 1 3
1 2 1
－1 3 2 |的絕對值

＝|2×2×2＋1×1×（－1）＋3×1×3－（－1）×2×3－3×1×2－2×1×1| 
＝14 立方單位x

﹐﹐ ﹐已知坐標空間中 ca cb cc 三向量所決定的平行六面體體積為 5﹐試求由 2ca ca＋cb﹐3cc－ca 三向

量所決定的平行六面體體積為何？

2ca．（（ca＋cb）×（3cc－ca））＝2ca．（3（ca×3cc）－3（ ca×ca）＋（ cb×3cc）＋ 3cb×（－ca））
ca1 ca2 ca3

因為 ca1﹐ca2﹐ca3 皆垂直 ca﹐因此 ca．ca1＝0＝ca．ca2＝ca．ca3

故 2ca．（（ca＋cb）×（3cc－ca））＝2ca．（cb×3cc）＝6ca．（cb×cc）
ca﹐cb﹐cc 三向量所決定的平行六面體體積＝|ca．（cb×cc）|＝5

故 2ca﹐ca＋cb﹐3cc－ca 三向量所決定的平行六面體體積＝6|ca．（cb×cc）|＝30

32



47 平面方程式 

例題 1

例題 2

解

解

若 cn＝（a﹐b﹐c）為平面 E 的一個法向量﹐且 A（x0﹐y0﹐z0）為平面 E 上的一個點﹐則平面 E 的方
程式為

a（x－x0）＋b（y－y0）＋c（z－z0）c＝0x

試求通過點 A（2﹐3﹐1）﹐且以 cn＝（1﹐－4﹐3）為法向量的平面方程式x

如圖所示﹐得平面方程式

1（x－2）＋（－4）（y－3）＋3（z－1）＝0﹐

整理得 x－4y＋3z＋7＝0x

邊長為 2 的正立方體 ABCD－EFGH﹐設 A 為坐標空間的原點
（0﹐0﹐0）﹐P﹑Q﹑R 分別為 EH﹑EF﹑HD 的中點﹐試求平面 
PQR 的方程式x

設 A 為原點﹐則 P﹑Q﹑R 三點坐標分別為 P（0﹐1﹐2）﹑Q（1﹐0﹐2）﹑R（0﹐2﹐1）﹐

所以 zPQ＝（1﹐－1﹐0）﹐zPR＝（0﹐1﹐－1）﹐

可求得 zPQ× zPR＝（1﹐1﹐1）x

因為 zPQ× zPR 為平面 PQR 的一個法向量﹐所以平面 PQR 的方程式為
1（x－0）＋1（y－1）＋1（z－2）＝0﹐

整理得 x＋y＋z－3＝0x
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48 兩平面的夾角 
 

180°－q﹐其中 cos q＝8
xn1．xn2

|xn1||xn2|
x

例題

分別取 E1﹐E2 法向量 xn1＝（2﹐1﹐2）﹐xn2（1﹐1﹐0）

計算 xn1﹐xn2 夾角 q﹐

cos q ＝8 
xn1．xn2

|xn1|| xn2|
 ＝8 

3

3．a2
 ＝8 

1

a2

故一夾角 45°及一夾角 135°x

49 點到平面的距離公式 

 

例題

解

解

設平面 E1﹑E2 的法向量分別為 xn1﹑xn2x若 xn1與 xn2的夾角為 q﹐則平面 E1與 E2的夾角為 q 與

試求兩平面 E1：2x＋y＋2z＝0 與 E2：x＋y＝0 的夾角x

坐標空間中﹐點 P（x0﹐y0﹐z0）到平面 E：ax＋by＋cz＋d＝0 的距離為 
|ax0＋by0＋cz0＋d|

ala2＋b2＋c2 x

有一長方體木塊如右圖所示﹐其長﹑寬﹑高分別為 AD＝
60 公分﹑AB＝20 公分﹑AE＝40 公分x設 P﹑Q﹑R 分別為 
GF﹑GH﹑GC 的中點﹐現沿著平面 PQR 截下一個三角錐木
塊求 A 點到平面 PQR 的距離x

令 G（0﹐0﹐0）﹐P（30﹐0﹐0）﹐Q（0﹐10﹐0）﹐R（0﹐0﹐20）

則 A（60﹐20﹐40）

平面 PQR 方程式為 
 x
30
＋

y
10
＋

z
20
＝1

計算點 A 到平面 PQR 距離

d＝
|

60

30
＋

20

10
＋

40

20
－1|

zx
1

302 ＋
1

102 ＋
1

202

＝
5

1

10
 zx

1

9
＋

1

1
＋

1

4

＝
50
7

6

＝
300

7
（公分）x
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50 兩平行平面的距離

 

例題

⑴ 兩平行平面的距離公式﹐得
|9－（－6）|

k12＋22＋22 ＝
15

3
＝5x

⑵ 因為平面 E 與平面 F 平行﹐可設平面 E 的方程式為
2x－y－2z＋d＝0﹐因為平面 E 與 F 的距離為 2﹐故

|d－3|

al22＋（－1）2＋（－2）2 ＝2﹐

解得 d＝－3 或 9﹐因此x平面 E 的方程式為 2x－y－2z－3＝0 或 2x－y－2z＋9＝0x

51 直線的參數式

例題

x

解

解

1： 2：兩平行平面 E ax＋by＋cz＋d1＝0﹐E ax＋by＋cz＋d2＝0 的距離為 
|d1－d2|

ala2＋b2＋c2 x

⑴ 試求兩平行平面 E1：x＋2y＋2z＋9＝0 與 E2：x＋2y＋2z－6＝0 的距離x

⑵  已知平面 E 與平面 F：2x－y－2z＋3＝0 平行﹐且平面 E 與 F 的距離為 2﹐試求平面 E 的
方程式x

設直線 L 通過點 A（x0﹐y0﹐z0）﹐且與非零向量 cv＝（a﹐b﹐c）平行﹐則直線 L 的參數式為
x＝x0＋at﹐
y＝y0＋bt﹐
z＝z0＋ct﹐

t 為實數﹐

其中 t 稱為參數﹐cv 稱為直線 L 的方向向量x

試求通過點 A（2﹐－3﹐4）﹐且與向量 cv＝（4﹐2﹐－1）平行的直線 L 的參數式x

通過點 A（2﹐－3﹐4）﹐且與向量 cv＝（4﹐2﹐－1）平行的直線 L 的參數式為
x＝2＋4t
y＝－3＋2t
z＝4－t

﹐t 為實數x
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52 直線的比例式

 

例題

53 直線與平面的關係

解

設直線 L 通過點 A（x0﹐y0﹐z0）﹐且與向量 cv＝（a﹐b﹐c）平行﹐其中 a﹐b﹐c 皆不為 0﹐則直線 L 的比

例式為 
x－x0

a
＝

y－y0

b
＝

z－z0

c
x

設直線 L 通過點 A（－1﹐2﹐3）﹐B（4﹐1﹐5）兩點﹐試求直線 L 的比例式x

zAB＝（4－（－1）﹐1－2﹐5－3）＝（5﹐－1﹐2）﹐因為直線 L 通過點 A（－1﹐2﹐3）﹐且 zAB 是直
線 L 的一個方向向量﹐所以直線 L 的比例式為

x＋1

5
＝

y－2

－1
＝

z－3

2
x

又直線 L 也通過點 B（4﹐1﹐5）﹐故直線 L 的比例式亦可寫成
x－4

5
＝

y－1

－1
＝

z－5

2
x

（隨著直線上通過的點以及方向向量選取的不同﹐L 會有很多不同的比例式）

坐標空間中一條直線 L 與一個平面 E 的關係﹐可以出現下列三種情形：

可以經由以下程序判斷：若直線 L－方向向量 cv﹐平面 E－法向量 cn
⑴ cv 是否與 cn 垂直x

⑵ 若 cv⊥cn﹐L 上任取一點是否在平面上x

cv． cn＝0

交於一點 平行

直線落在平面上L 上任取一點 P﹐P 落在平面 E 上是 是

否 否
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例題 1

例題 2

 

解

解

已知平面 E 包含點 P（2﹐3﹐5）與直線 L：
x－1

2
＝

y－2

3
＝

z－3

2
﹐試求平面 E 的方程式x

由直線 L 的比例式 
x－1

2
＝

y－2

3
＝

z－3

2
 知點 Q（1﹐2﹐3）

為直線 L 上一點﹐cv＝（2﹐3﹐2）為直線 L 的一個方向向量﹐

又 zQP＝（1﹐1﹐2）為平面 E 上的一個向量﹐

因此﹐cv×zQP 是平面 E 的一個法向量﹐如圖所示x

cv×zQP＝（| 3 2
1 2 | ﹐| 2 2

2 1 |﹐|
2 3
1 1 |）＝（4﹐－2﹐－1）﹐

平面 E 的方程式為 4（x－2）－2（y－3）－1（z－5）＝0﹐即 4x－2y－z＋3＝0x

試求點 P（2﹐3﹐1）對平面 E：3x＋2y＋z＝1 的投影點x

記所求投影點為 Q﹐則 GPQ⊥平面 E﹐因此
E 的法向量為 GPQ 的的一方向向量

令 DPA：
x＝2＋3t﹐

y＝3＋2t﹐

z＝1＋t﹐
t 為實數

可設 Q（2＋3t﹐3＋2t﹐1＋t）﹐Q 在平面 E 上﹐故
3（2＋3t）＋2（3＋2t）＋（1＋t）＝1﹐解得

t＝
－6

7
代回求得 Q（

－4

7
﹐

9

7
﹐

1

7）x
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54 二直線關係的判斷

例題 1

3＋t＝6－s 1

－1－2t＝－1－s 2 
2t＝6－2s 3

 

 

解

空間中兩直線 L1 與 L2 其方向向量分別為 xv1 與 xv2﹐當 xv1 與 xv2 不平行時﹐兩直線可能相交於一
點﹐或歪斜x當 xv1 與 xv2 平行時﹐兩直線可能平行或重合x

可依下列程序判定：

1. 先檢查是否平行（即：檢查方向向量是否平行）x
2. 再檢查是否相交（利用參數式）x

3. 若既不平行﹐亦不相交﹐則兩直線為歪斜線x

判斷下列兩直線的關係：

⑴ L1：
x－3

1
＝

y＋1

－2
＝

z
2

 與 L2：
x－6

－1
＝

y＋1

－1
＝

z－6

－2
x

⑵ L1：
x－1

2
＝

y＋1

3
＝

z＋1

－1
 與 L2：

x
－2
＝

y－2

1
＝

z－3

2
x

⑴ 將 L1﹑L2 寫成參數式

L1：

x＝3＋t﹐

y＝－1－2t﹐

z＝0＋2t﹐
t 為實數﹐L2：

x＝6－s﹐

y＝－1－s﹐

z＝6－2s﹐
s 為實數x

解

3＋t＝6－s 1

－1－2t＝－1－s 2 
2t＝6－2s 3

由1﹑2解得 t＝1﹐s＝2﹐代回3式亦成立x故兩直線交於一點 P﹐ 
P 點坐標可用 L1 代 t＝1（或 L2 代 s＝2）求出﹐得 P（4﹐－3﹐2）x

⑵將 L1﹑L2 寫成參數式

L1：

x＝1＋2t﹐

y＝－1＋3t﹐

z＝－1－t﹐
t 為實數﹐L2：

 x＝0－2s﹐

y＝2＋s﹐

z＝3＋2s﹐
s 為實數x

解

1＋2t＝0－2s 4

－1＋3t＝2＋s 5

－1－t＝3＋2s 6

由4﹑5解得 t＝
5

8
﹐s＝－

9

8
﹐但代回6式不合﹐表示並沒有一組 t﹑s 使得兩直線有共同

交點﹐又此兩直線方向向量不平行﹐故兩直線歪斜x
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例題 2

解

已知直線 L1：
x－1

1
＝

y－2

1
＝

z－1

－1
 與 L2：

x－8

6
＝

y－7

2
＝

z－2

－3
互為歪斜線﹐試求：

⑴ 直線 L1 與 L2 的距離x

⑵ 公垂線 L 的比例式x

⑴ 設公垂線 L 分別與直線 L1﹑L2 相交於 P﹑Q 兩點﹐

如圖所示x由直線 L1 與 L2 的比例式﹐可令
P 點坐標為 P（1＋t﹐2＋t﹐1－t）﹐t 為實數﹐

Q 點坐標為 Q（8＋6s﹐7＋2s﹐2－3s）﹐s 為實數﹐得
zPQ＝（6s－t＋7﹐2s－t＋5﹐－3s＋t＋1）x

因為 zPQ 與直線 L1﹐L2 的方向向量（1﹐1﹐－1）﹐（6﹐2﹐－3）均垂直﹐所以

（1﹐1﹐－1）．（6s－t＋7﹐2s－t＋5﹐－3s＋t＋1）＝0﹐

（6﹐2﹐－3）．（6s－t＋7﹐2s－t＋5﹐－3s＋t＋1）＝0﹐

即
11s－3t＋11＝0

49s－11t＋49＝0
 解得 t＝0﹐s＝－1x

因此 P 點坐標為（1﹐2﹐1）﹐Q 點坐標為（2﹐5﹐5）﹐得公垂線段長

PQ＝al（2－1）2＋（5－2）2＋（5－1）2 ＝s26 ﹐

此即直線 L1 與 L2 的距離x

⑵  zPQ＝（1﹐3﹐4）為公垂線 L 的一個方向向量﹐且公垂線 L 通過點 P（1﹐2﹐1）﹐故得公垂線

L 的比例式為 
x－1

1
＝

y－2

3
＝

z－1

4
x
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55 高斯消去法與矩陣的列運算

×（－
1

13）

!

!

!

!

1. 高斯消去法的求解過程﹐每一步驟都是下列三種操作之一：
⑴ 將某兩個方程式對調x

⑵ 將某個方程式乘上一個不為 0 的常數x

⑶ 將某個方程式乘上一個不為 0 的常數後﹐再加到另一個方程式x

2.矩陣的列運算
解線性方程組時對應的增廣矩陣其各列操作有下列三種形式：

⑴ 將某兩列對調x

⑵ 將某一列乘上一個不為 0 的常數x

⑶ 將某一列乘上一個不為 0 的常數後﹐再加到另一列x

這三個操作稱為矩陣的列運算x矩陣列運算操作前後的增廣矩陣所對應的線性方程組的解

是完全相同的x下例來說明過程x

高斯消去法

2x＋3y－z＝－1﹐ 1

x＋y＋z＝2﹐ 2

3x－y＋2z＝13x 3

⑴ 將1式與2式對調﹐得

x＋y＋z＝2﹐ 4

2x＋3y－z＝－1﹐ 5

3x－y＋2z＝13x 6

⑵ 4×（－2）＋5﹐4×（－3）＋6﹐得

x＋y＋z＝2﹐ 7

y－3z＝－5﹐ 8

－4y－z＝7x 9

⑶ 8×4＋9﹐得

x＋y＋z＝2﹐ 0

y－3z＝－5﹐ q

－13z＝－13x w

⑷   ×（－ 
1

13）﹐得
x＋y＋z＝2﹐ e

y－3z＝－5﹐ r

z＝1x t

矩陣列運算

2 3 －1 －1
1 1 1 2
3 －1 2 13

1 1 1 2
2 3 －1 －1
3 －1 2 13

×（－2）
×（－3）

1 1 1 2
0 1 －3 －5
0 －4 －1 7

×4

1 1 1 2
0 1 －3 －5
0 0 －13 －13

1 1 1 2
0 1 －3 －5
0 0 1 1

﹐

故線性方程組的解為 x＝3﹐y＝－2﹐z＝1x

w
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56 線性組合的幾何意義

例題

 

57 矩陣的定義

解

當坐標空間中非零向量 ca﹐cb﹐cc 不在同一平面上時﹐則任一空間向量 cd 必可
表示成 ca﹐cb﹐cc 的線性組合

cd＝xca＋ycb＋zcc﹐
且這個表示法是唯一的x

給定坐標空間中四個向量 ca＝（1﹐1﹐2）﹐cb＝（1﹐2﹐1）﹐cc＝（3﹐4﹐5）﹐cd＝（5﹐7﹐8）﹐試問 cd 是
否可表示成 ca﹐cb﹐c 的線性組合？如果可以﹐其表示方法是否唯一？

cd＝xca＋ycb＋zcc

即

1
1
2

1
2
1

3
4
5

5
7
8

x（ ）＋y（ ）＋z（ ）＝（ ）
得   x＋y＋3z＝5 

x＋2y＋4z＝7 
2x＋y＋5z＝8

解得

x＝3－2t﹐

y＝2－t﹐

z＝t﹐
t 為實數﹐

有無限多解故 cd 可表示成無限多組 ca﹐cb﹐cc 的線性組合x

設 m﹐n 為正整數﹐形如

的矩形陣列稱為 m×n 階矩陣﹐以〔aij〕m×n 表示x此矩陣有 m 列﹐n 行﹐其中 aij 為第 i 列與第 j 
行交叉位置上的元﹐稱為矩陣的第（i﹐j）元x
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58 矩陣加法﹑減法與係數積的定義

59 矩陣的係數積具有以下的性質

例題

解

1. 設 A﹐B 都是 m×n 階的矩陣﹐且

A＝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋯ ⋯

⋯
⋯

am1 am2 ⋯ amn

﹐B＝

b11 b12 ⋯ b1n

b21 b22 ⋯ b2n

⋯ ⋯

⋯

⋯

bm1 bm2 ⋯ bmn

﹐則

A＋B＝

a11＋b11 a12＋b12
⋯ a1n＋b1n

a21＋b21 a22＋b22
⋯ a2n＋b2n

⋯ ⋯

⋯

⋯
am1＋bm1 am2＋bm2 ⋯ amn＋bmn

﹐

即將相同位置的元相加x也就是若 A＝〔aij〕m×n﹐B＝〔bij〕m×n﹐則 A＋B＝〔aij＋bij〕m×nx

2. 矩陣減法的定義
設 A﹐B 都是 m×n 階的矩陣﹐則定義 A 與 B 的差為 A－B＝A＋（－B）x即 A 中的每一個元
減去 B 中相同位置上的元x

也就是若 A＝〔aij〕m×n﹐B＝〔bij〕m×n﹐則 A－B＝〔aij－bij〕m×nx

3. 矩陣的係數積
即若 A＝〔aij〕m×n﹐則 rA＝〔raij〕m×nx

⑴ r（A＋B）＝rA＋rBx
⑵（r＋s）A＝rA＋sAx
⑶ （rs）A＝r（sA）x
⑷ 0A＝Ox　（等號左邊表示乘上 0﹐等號右邊是零矩陣）
⑸ （－1）A＝－Ax

已知矩陣 A＝ 8 2
10 20 ﹐B＝ 2 4

6 2 ﹐且 X＋3B＝2A﹐試求矩陣 Xx

將等號兩邊同時減去 3B﹐得 X＝2A－3B﹐故

X＝2 8 2
10 20 －3 2 4

6 2 ＝
16 4
20 40 －

6 12
18 6 ＝

10 －8
2 34 x

42



60 矩陣乘法的定義

 

例題

設 A 是一個 m×n 階矩陣﹐A＝〔aij〕m×n﹐B 是一個 n×p 階矩陣﹐B＝〔bij〕n×p﹐則 C＝AB 是一個 
m×p 階矩陣﹐C＝〔Cij〕m×p﹐其中 Cij＝ai1b1j＋ai2b2j＋⋯＋ainbnj﹐即

 在前面的定義中﹐注意到 A﹐B 兩個矩陣相乘時﹐矩陣 A 的行數必須要等於矩陣 B 的列數﹐
AB 才有意義﹐而且

相等

Am×nBn×p＝Cm×px

⑴ 矩陣的乘法不一定可以交換﹐即 AB 與 BA 不一定相等x例如：

1 1
1 0

1 1
0 1 ＝

1 2
1 1 ≠

1 1
0 1

1 1
1 0 ＝

2 1
1 0 x

⑵ 若 AB＝O﹐不一定 A﹐B 至少有一個為零矩陣x例如：

1 0
2 0

0 0
1 －1 ＝

0 0
0 0 x

⑶ 若 AB＝AC﹐不一定 B＝Cx例如：

1 0
2 0

0 0
1 －1 ＝

1 0
2 0

0 0
2 3 x

已知矩陣 A＝ 5 4 2
1 3 6 ﹐B＝

3 －1 0 1
1 0 1 3
4 3 2 5

﹐

⑴ 試求 ABx ⑵ 判斷 BA 是否有意義x
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61 乘法反方陣  

解 ⑴ 因為矩陣 A 是 2×3 階矩陣﹐矩陣 B 是 3×4 階矩陣﹐所以乘積 AB 是 2×4 階矩陣﹐如下：

AB ＝ 5 4 2
1 3 6

3 －1 0 1
1 0 1 3
4 3 2 5

＝
5×3＋4×1＋2×4 5×（－1）＋4×0＋2×3 5×0＋4×1＋2×2 5×1＋4×3＋2×5
1×3＋3×1＋6×4 1×（－1）＋3×0＋6×3 1×0＋3×1＋6×2 1×1＋3×3＋6×5

＝
27 1 8 27
30 17 15 40 x

⑵  因為矩陣 B 是 3×4 階矩陣﹐矩陣 A 是 2×3 階矩陣﹐B 的行數 4 不等於 A 的列數 2﹐所以
BA 沒有意義x

例：矩陣 I2＝
1 0
0 1

﹐I3＝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

分別稱為 2×2 及 3×3 的單位矩陣x

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 －5
2 7
3 19

＝

1 －5
2 7
3 19

2 －1 2
5 6 7

1 0 0
0 1 0
0 0 1

＝ 2 －1 2
5 6 7

事實上﹐任何單位方陣 In 都滿足：
⑴若 A 是 m×n 階矩陣﹐則 AIn＝A﹐ImA＝Ax
⑵若 A 是 n×n 階矩陣﹐則 AIn＝InA＝Ax

1. 設 A 是一個 n 階方陣﹐若存在 n 階方陣 B 滿足 AB＝BA＝In﹐則稱 B 是 A 的乘法反方陣﹐以符
號 A－1 表示x

2. 二階乘法反方陣的公式

若二階方陣 A＝ a b
c d 的行列式 det A≠0﹐則 A 有乘法反方陣 A－1﹐

且 A－1＝
1

ad－bc
d －b
－c a ＝

1

det A
d －b
－c a x

若 det A＝0﹐則 A 沒有乘法反方陣x

，
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例題

62 2 階轉移矩陣

例題

解

解

已知二階方陣 A＝ 2 3
4 5 ﹐則：

⑴ A 是否有乘法反方陣（即 A－1 是否存在）？

⑵ 若 A－1 存在﹐試求 A－1x

⑴ det A＝| 2 3
4 5 | ＝－2≠0﹐故 A－1 存在x

⑵由乘法反方陣的公式得

A－1＝
1

－2
5 －3
－4 2

＝
－

5

2

3

2
2 －1

x

2 階方陣 A＝ a11 a12
a21 a22

若滿足

⑴ 每一元 aijM0

⑵ a11＋a21＝1＝a12＋a22 
（即每一行的各元之和都為 1）x

則稱 A 是一個 2 階的轉移矩陣x

設某城市其市區及郊區人口遷移狀況如下：每年住在市區的人有 90％留在市區﹐有 10 ％流
向郊區；而郊區的人有 80％留在郊區﹐有 20 ％流向市區x已知市區與郊區目前的人口比例

分別為 75 ％與 25 ％﹐如果將初始市區與郊區人口比例用 2×1 階的機率向量 X0 表示為 

X0＝
0.75
0.25

市區
郊區

﹐則：

⑴ 試寫出該城市人口遷移的轉移矩陣 Ax

⑵ 試求一年後的人口比例矩陣 X1x

⑴該城市人口的轉移矩陣為 A＝
市區郊區
0.9 0.2
0.1 0.8

市區
郊區

x

⑵一年後的人口比例矩陣為 X1＝AX0＝
0.9 0.2
0.1 0.8

0.75
0.25 ＝

0.725
0.275 x
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63 平面上的線性變換

例題 1

例題 2

解

解

任何一個二階方陣 A＝ a b
c d 都定義了一個坐標平面上的線性變換﹐將點 P（x﹐y）變換到點 ｜

P'（X﹐Y）﹐其中 X
Y ＝

a b
c d

x
y ＝

ax＋by
cx＋dy x

設 A＝ 2 1
1 3 所定義的線性變換把點 R（4﹐5）變換到 R' 點﹐試求 R' 點坐標x

R' 點坐標為 2 1
1 3

4
5 ＝

13
19 x因此點 R'（13﹐19）x

設 A＝ 2 1
1 3 所定義的線性變換將點 S 變換到點 S'（3﹐5）﹐試求 S 點坐標x

由
2 1
1 3

x
y ＝

3
5 可得

x
y ＝

2 1
1 3

－1 3
5 ＝

3

5
－

1

5

－
1

5

2

5

3
5 ＝

4

5
7

5

x

因此 S 點坐標為（
4

5
﹐

7

5）x
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64 線性變換的面積比

例題

65 伸縮矩陣﹑伸縮變換

例題

解

解

令 A＝ a b
c d ﹐S1 為平面上的一個平行四邊形x設 S1 經由 A 所定義的線性變換變成 S2﹐則

S2 的面積
S1 的面積

＝|det A|x

設 O﹐P﹐Q 三點坐標為 O（0﹐0）﹐P（3﹐2）﹐Q（1﹐5）x若 O﹑P﹑Q 三點經過矩陣 A＝ 2 1
4 3

線性變換後﹐得到新的三點 O'﹑P'﹑Q'﹐試求 zO'P' 與 zO'Q' 所張成的平行四邊形面積x

因為 zOP＝（3﹐2）﹐zOQ＝（1﹐5）﹐故由 zOP 與 zOQ 所張成的平行四邊形面積為| 3 1
2 5 |的絕對

值＝|3×5－1×2|＝13x

因﹐|det A|＝| 2 1
4 3 |的絕對值＝|2×3－1×4|＝2﹐

故由 zO'P' 與 zO'Q' 所張成的平行四邊形面積為由 zOP 與 zOQ 所張成的平行四邊形面積的 2 
倍﹐即 2×13＝26 平方單位x

h 0
0 k ﹐h≠0﹐k≠0 的矩陣稱為伸縮矩陣﹐其定義的線性變換為伸縮變換﹐此變換的作用為分別

將 x﹑y 坐標伸縮為 h﹑k 倍x

試描述線性變換
3 0
0 4 的作用：

觀察（ 1
0）及（

0
1）經變換後的向量

3 0
0 4

1
0 ＝

3
0

3 0
0 4

0
1 ＝

0
4

知此變換為分別將 x﹑y 坐標伸縮為 3﹑4 倍x
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66 鏡射矩陣﹑鏡射變換

例題

解

一般而言﹐若直線 L 通過原點且斜角為 q﹐則 L 的鏡射變換可寫成 

cos 2q sin 2q
sin 2q cos 2q x

⑴  已知直線 L：y＝2x﹐二階方陣 A 所定義的線性變換為“對直線 L 作鏡射”﹐試求二階方
陣 Ax

⑵  已知直線 L：y＝mx﹐二階方陣 A 所定義的線性變換為“對直線 L 作鏡射”﹐試求二階方
陣 Ax

⑴ 直線 y＝2x 的斜角 q

則 tan q＝2 可得 sin q＝
2

a5
﹐cos q＝

1

a5

因此 cos 2q＝2 cos2 q－1＝－
3

5
﹐sin 2q＝2 sinq cos q＝

4

5

故鏡射變換矩陣為

－
3

5

4

5
4

5

3

5

x

⑵ 直線 y＝mx 的斜角中﹐則 tan q＝m 可得 sin q＝
m

g1＋m2 ﹐cos q＝
1

g1＋m2

因此 cos 2q＝2 cos2 q－1＝
1－m2

1＋m2 ﹐sin 2q＝2 sin q cos q＝
2m

1＋m2

故鏡射變換矩陣為

1－m2

1＋m2

2m
1＋m2

2m
1＋m2 －

1－m2

1＋m2

x

-
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67 旋轉矩陣﹑旋轉變換

例題

解

形如
cos q －sin q
sin q cos q 的矩陣稱為旋轉矩陣﹐其定義的線性變換稱為旋轉變換﹐此變換的作用為

“以原點為中心旋轉 q 角”x
例如

cos 45° －sin 45°
sin 45° cos 45°

為旋轉 45° 的變換矩陣

0 －1
1 0 為旋轉 90° 的變換矩陣

1

2
－
a3

2
a3

2

1

2

為旋轉 60° 的變換矩陣

如右圖﹐有一個正六邊形 ABCDEF 以原點 O 為中心﹐ 
A（2﹐1）為其中一個頂點﹐試求此正六邊形頂點 B 的坐標x

如右圖﹐O 為坐標原點﹐把點 A 旋轉 60° 即可

求得 B 的坐標x故頂點 B 的坐標為

cos 60° －sin 60°
sin 60° cos 60°

2
1

＝

1

2
－
a3

2
a3

2

1

2

2
1 ＝

1－
a3

2

3 ＋
1

2

x
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68 推移矩陣﹑推移變換

例題

解

設 k 為實數﹐則：

⑴ 形如
1 k
0 1 的矩陣稱為 x 方向的推移矩陣﹐其定義的線性變換為“往 x 方向推移 y 坐標 k

倍”的推移變換x

⑵ 形如
1 0
k 1 的矩陣稱為 y 方向的推移矩陣﹐其定義的線性變換為“往 y 方向推移 x 坐標 k

倍”的推移變換x

試描述線性變換
1 0
4 1 的作用x

觀察觀察（ 1
0）及（

0
1）經變換後的向量經變換後的向量

1 0
4 1

1
0 ＝

1
4

1 0
4 1

0
1 ＝

0
1

知此變換為“往 y 坐標推移 x 坐標 4 倍”x
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69 條件機率

例題

  

70 獨立事件

例題

解

解

設 A﹐B 為樣本空間 S 中的兩事件﹐且 P（A）＞0x則在事件 A 發生的條件下﹐事件 B 發生的條件

機率為 P（B|A）＝
n（A∩B）

n（A）
＝

P（A∩B）
P（A）

x

調查某校高一學生擁有手機以及平板電腦的情形﹐當中擁有手機又擁有平板電腦的比例占全

部學生的 60 ％﹐沒有手機但擁有平板電腦的比例占 5％﹐沒有手機也沒有平板電腦的比例占 
15 ％x若在擁有手機的學生中任意挑選一人﹐試問此人同時也擁有平板電腦的機率為何？

令   A 表示這些學生中擁有手機的事件 
B 表示這些學生中擁有平板的事件

則所求機率為 P（B|A）
P（A'）＝5 ％＋15 ％（沒有手機有平板＋沒有手機也沒有平板）
故 P（A）＝1－P（A'）＝0.8

P（B|A）＝
P（A∩B）

P（A）
＝

0.6
0.8
＝

3

4
x

設 A﹐B 為兩事件﹐若 P（A∩B）＝P（A）P（B）﹐則稱 A﹐B 為獨立事件x

若甲﹐乙兩種種子根據過去栽種經驗﹐知道其發芽率分別為 0.9 與 0.75x今從這兩種種子中

各取一顆﹐假設各種子是否發芽相互獨立﹐試求：

⑴ 恰有一顆種子能發芽的機率為何？ ⑵ 兩顆種子都沒有發芽的機率為何？

⑶ 至少有一顆種子發芽的機率為何？

令 A 表示甲種種子發芽的事件﹐B 表示乙種種子發芽的事件x依題意﹐

P（A）＝0.9﹐P（B）＝0.75x

又 A﹐B 為獨立事件﹐則：

⑴ P（A∩B'）＋P（A'∩B） ＝P（A）P（B'）＋P（A'）P（B）＝0.9×0.25＋0.1×0.75＝0.3x

⑵ P（A'∩B'）＝P（A'）P（B'）＝0.1×0.25＝0.025x

⑶ P（A∪B）＝P（A）＋P（B）－P（A∩B）＝0.9＋0.75－0.9×0.75＝0.975x

或是 1－P（A'∩B'）＝1－0.025＝0.975x
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71 三事件為獨立事件

例題

解

設 A﹐B﹐C 為三事件﹐同時滿足下列條件時﹐稱 A﹐B﹐C 三事件為獨立事件x

⑴ P（A∩B）＝P（A）P（B）x
⑵ P（B∩C）＝P（B）P（C）x
⑶ P（A∩C）＝P（A）P（C）x
⑷ P（A∩B∩C）＝P（A）P（B）P（C）x

溫布頓男子網球賽採五戰三勝制（即先勝三局者獲勝晉級）﹐根據過去紀錄知甲選手與乙選

手實力有段差距﹐甲選手與乙選手獲勝的機率比為 4：1﹐但比賽前兩局甲選手因失誤過多﹐

導致兩局皆敗x假設經過短暫休息後﹐甲選手恢復原來水準﹐之後也沒有其他特殊狀況發

生﹐請問比賽最後結果誰獲得晉級的可能性較大？

因甲選手與乙選手獲勝的機率比為 4：1﹐

故任比一場甲選手獲勝的機率為 0.8x

由樹狀圖得知若甲選手晉級﹐僅有一種可能情形x

故甲選手獲勝的機率為

0.8×0.8×0.8＝0.512﹐

甲選手的勝率超過五成﹐所以甲選手晉級的可能性較大x
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